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sı. Einleitung. 


Die vorliegenden Untersuchungen sind auf Anregung 
von Herrn Prof. Dr. F. Bernstein in der Absicht be- 
gonnen worden, möglichst eine systematische Übersicht über 
sämtliche Zerlegungsbeweise des Pythagoräischen Lehrsatzes 
zu geben. Die Zerlegungsbeweise stützen sich auf den 
Nachweis der Kongruenz ebener Polygone. Die hierüber 
angestellten Untersuchungen sind in Teil I enthalten. Doch 
gelang es nur, einen Teil des gestellten Problems zu er- 
ledigen. Dies veranlasste, zu einfacheren Problemen in der 
Topologie der ebenen Polygone überzugehen. So beschäftigt 
sich Teil II mit dem Aufbau konvexer Polygone aus kon- 
vexen Polygonen. Ausserdem wurde noch ein weiteres Ge- 
biet erforscht. Es wurde aus einer Abhandlung von Duncan 
M. Y. Sommerville die Anregung zur Aufsuchung der 
(sesamtheit gewisser halbregulärer Zerlegungen der Kugel- 
fläche empfangen, die in Teil III in Angriff genommen 
wurde. 

An Litteratur, welche sich mit ähnlichen, wie den im 
folgenden behandelten, Fragen beschäftigt, sei folgendes an- 
geführt. Über Beweise des Pythagoräischen Lehrsatzes sind 
im Bericht von Prof. Dr. Max Simon: Über die Entwickelung 
der Elementargeometrie im 19. Jahrhundert, Ergzgs.-Bd. I 
der Jahresber. d. D. Math.-Ver. S. 109 die Litteraturangaben 
zu finden. Mit axiomatischen Untersuchungen über Zer- 
legungsbeweise des Pythagoräischen Lehrsatzes beschäftigt 
sich die kürzlich erschienene Dissertation (Halle a. S. 1908) 
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von Herrn Brandes. Ferner vergleiche man zu TeilIS7 
die Abhandlung von Herrn M. Dehn: Über Zerlegung von 
Rechteeken in Rechtecke, Math. Ann. Bd. 57. In Teil I 
ist, soweit mir bekannt, eine bisher noch nicht behandelte 
Fragestellung untersucht worden. Zu Teil III sei verwiesen 
auf Duncan M. Y. Sommerville: Semiregular networks 
of the plane in the absolute geometry, Trans. of the Roy. 
Soc. of Edinb. v. XLI p. III pag. 725—48. Verwandtschaft 
hiermit zeigen die Ermittelungen halbregulärer Polyeder 
durch Herrn E. Hess u. a. ] 

Wir geben run einen kurzen Überblick über Methode, 
Gang und Resultate in den drei Teilen. 

In $ 2 sind nach einer Erklärung der verwendeten 
Begriffe die bisher bekannten Zerlegungsbeweise beschrieben. 
Hieran schliesst sich im folgenden S die Ableitung einer 
Schar von Beweisen aus ihnen, die auf jeden vorgelegten 
Beweis angewendet werden kann. Der Hoppesche sowie 
viele andere mit ihm zusammenhängende Beweise werden mit 
einer Einteilung der Ebene in zwei durch ihre Seitenlänge 
unterschiedene Arten von Quadraten in Beziehung gebracht; 
mittels einfacher Konstruktionen wird aus derselben Zer- 
legung der Ebene der Epsteinsche Beweis erhalten. Der 
ausserdem mitgeteilte zänzlich neue Trapezbeweis erlaubt 
eine Verallgemeinerung des 3. Beweises, welcher von A. 
(söpel herrührt. Im S 4 verlassen wir diese mit speziellen 
Fragen operierenden Untersuchungen, indem wir eine syste- 
matische Einteilung aller Zerlegungsbeweise angeben, um 
darauf die Zerlegungsbeweise eines Teilgebietes zu er- 
mitteln. Eine weitgehende Abstraktion vom Begriffe des 
einfachen Polygones, das wir dann Polygon von be- 
stimmtem Gerüst nennen, ermöglicht uns die Klassifizierung. 
Nach allgenteiner analytischer Formulierung des Problems, 
Zerlegungsbeweise mit Polygonen vorgegebenen Gerüsts zu 
finden, behandeln wir die Aufgabe, die für Zerlegungs- 
beweise geeigneten Polygone gleichen Gerüsts zu finden, 
welche ein, zwei, drei oder unter gewisser Beschränkung vier 


a 


verschiedene Winkel enthalten. Unter den gemachten Vor- 
aussetzungen ergeben sich bei drei und vier Winkeln ge- 
wisse Polygone, welche Zerlegungsbeweise liefern können. 
Mit der Frage ihrer Existenz beschäftigt sich schliesslich 
S 7. Zerlegungsbeweise aus Vierecken mit zwei Rechten 
sind bekannt; solche aus rechtwinkligen Dreiecken und 
Fünfecken mit zwei Rechten werden als unmöglich erwiesen; 
über Beweise aus Fünfecken mit drei Rechten und aus ge- 
wissen Vielecken grösserer Seitenzahl mit vier Rechten steht 
die Entscheidung noch aus. Verallgemeinert man eine 
Fragestellung von Herrn M. Dehn (s. pag. 6), so wird 
ihr Problem durch unsere Untersuchung über das recht- 
winklige Dreieck in einem Spezialfalle entschieden. 


Der Teil II unserer Untersuchungen beschäftigt sich 
mit dem Aufbau konvexer Polygone aus konvexen Polygonen 
und fragt insbesondere, wieviel Polygone von derselben 
Seitenzahl | ein m-Eck aufbauen können. Dabei soll das 
letztere Polygon nur einfach überdeckt werden. Nach 
einigen allgemeinen Überlegungen in $ 8 wird im folgenden 
S der Aufbau aus Drei-, Vier- und Fünfecken untersucht. 
Nur das Drei-, Vier- und Fünfeck lassen sich in kompli- 
zierterer Weise aus Fünfecken aufbauen, und die Minimalzahl 
der Fünfecke wird in S 10 abgeleitet; doch ist hierbei noch 
eine Voraussetzung gemacht, von der wir uns bisher nicht 
befreien konnten. Hier wie im folgenden benutzen wir den 
neuen Begriff eines „Ringes“ von Polygonen sowie gewisse 
Anlagerungsmöglichkeiten von Polygonen an Polygone. Für 
den Aufbau von Polygonen aus konvexen Polygonen von 
sechs und mehr Seiten besteht nun ein interessanter Satz 
über die Anlagerungsmöglichkeiten bei Verwendung unserer 
Ringsysteme, den wir in $ 11 ableiten. Ein einfach zu- 
sammenhängendes, in konvexe l-Ecke (l > 6) zerlegtes Gebiet 
der einfach überdeckten Ebene enthält bei einem System von 
Ringen um ein ]-Eck in keinem Ringe Inseln oder Halb- 
inseln. Qualitativ erhalten wir damit Aufschluss über den 
Aufbau eines einfach zusammenhängenden Gebietes aus 
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konvexen Vielecken von sechs und mehr Seiten, ‘Wegen der 
Kompliziertheit müssen wir aber darauf verzichten, unser 
oben gestelltes Problem in aller Allgemeinheit für den Fall 
1>6 zu lösen. 

Im Teil III schieken wir die Behandlung eines Problemes 
voraus, welches in der nachfolgenden Untersuchung implizite 
gelöst wird. Wir ermitteln nämlich die sämtlichen regu- 
lären einfachen Polygone der Kugel, die sich in Poly- 
gone gleicher Seitenlänge zerlegen lassen. Darauf lassen 


wir in den $$ 13—16 die Hauptuntersuchung folgen. Wir 


suchen die Gesamtheit gewisser halbregulärer Zerlegungen 


der Kugelfläche. Die Elemente der Zerlegung sind reguläre 


Polygone; bei ihnen müssen zwei verschiedene Seitenlängen 
auftreten. Als reguläre Polygone werden neben den Drei-, 
Vier-, Fünf- ... Ecken noch das Kugelzweieck von der 
Seitenlänge R sowie die Halbkugel oder das Nulleck mit 
der Seitenlänge 2 Rz aufgefasst, wo R den Kugelradius 
bedeutet. Die Vollständigkeit der Untersuchung wird durch 


Einteilung mittels Diechotomieen sichergestellt, deren wesent- 


lichste Glieder in je einem $ behandelt werden. So teilen 


wir ein: A, eine Halbkugel bleibt unzerlegt; B, Zerlegungen | 
ohne Nullecke. Im letzteren Fall sind wieder zwei Möglich- 


keiten vorhanden, nämlich Zerlegungen 1. mit, 2. ohne 
Zweiecke. Nach einem neuen Gesichtspunkt wird schliess- 
lich der Fall B 1. noch weiter eingeteilt. Bei der Aus- 
führung geht die Einteilung natürlich noch weiter. Die 
gefundenen Zerlegungen werden in mit den römischen Ziffern 
I,.Il,.... . bezeichneten Klassen untergebracht, deren jede 
aber im allgemeinen noch Unterklassen, mit arabischen 
Ziffern unterschieden, besitzt; jede Unterklasse enthält 
höchstens in unwesentlichen Merkmalen sich unterscheidende 
Zerlegungen. Häufig umschliesst eine Unterklasse Scharen 
von unendlich vielen Zerlegungen mit einem oder mehreren 
stetig veränderlichen Parametern. 


I. Zerlegungsbeweise 
des Pythagoräischen Lehrsatzes. 


$S 2. Die bekannten Zerlegungsbeweise. 

Unter Polygonen sind in allen folgenden Untersuch- 
ungen einfache Polygone in einer einfach überdeckten Ebene 
zu verstehen (D. Hilbert: Grundlagen der (Geometrie). 
Ein Streckenzug, dessen Endpunkte auf dem Umfange und 
dessen übrige Punkte im Innern eines Polygons liegen, 
„zerlegt“ das Polygon in zwei Polygone; diese beiden Poly- 
sone „bauen“ das ursprüngliche Polygon auf. Wiederholte 
Anwendung der Operation des Zerlegens auf beim Zerlegen 
bereits entstandene Polygone liefert die Zerlegung eines 
Polygons in beliebig viele Polygone; aus mehreren Poly- 
gonen, welche höchstens Punkte der Begrenzung gemein 
haben, lässt sich gelegentlich durch Entfernung von Strecken 
gemeinsamer Begrenzung ein Polygon aufbauen. 

Es mögen nun drei Quadrate A, B, C mit den beiden 
_ Katheten a und b bez. der Hypotenuse ce eines rechtwink- 
ligen Dreiecks als Seiten in mehrere Polygone zerlegt sein. 
Entspricht jedem Polygon in C ein Polygon in A oder B, 
das ihm kongruent ist, sowie diesem Polygon dasselbe 
Polygon in C, und enthalten A und B keine weiteren Poly- 
gone, So liefern die Zerlegungen von A, B und C einen 
Zerlegungsbeweis des Pythagoräischen Lehrsatzes. Denn es 
sind ja die Flächeninhalte der entsprechenden kongruenten 
Polygone gleich. Folglich ist auch die Summe der Flächen- 
inhalte der Polygone in C gleich der Summe der’ Flächen- 
inhalte der ihnen entsprechenden Polygone. Dies ist aber 


die Gesamtheit der Polygone in A und B, und hieraus folgt 
der Pythagoräische Lehrsatz. Ein so erbrachter Zerlegungs- 
beweis liefert einen Beweis auf Grund der Kongruenz von 
Polygonen oder weist nach Hilbert Zerlegungsgleichheit von 
Flächen nach. 

Die Zerlegungsbeweise teilen wir in „isolierte“ und 
„stetige“ Beweise ein. Kin isolierter Beweis gilt nur für 
ein bestimmtes Kathetenverhältnis a:b. Kin stetiger Be- 
weis gilt für alle Werte a:b, welche in einem bestimmten 
Zahlenintervalle liegen; an den Grenzen des Intervalls kann 
sich die Analysis situs des Beweises ändern, sodass diese 
Grenzen auszuschliessen sind. Ausserdem können isolierte 
wie stetige Beweise in endlicher oder unendlicher Menge zu 
einer Gruppe von Beweisen znsammengeschlossen werden. 


Isolierte Beweise und Beweisgruppen lassen sich leicht 
angeben. Ein einfaches Beispiel für a= b giebt die Zer- 
legung des Hypotenusenquadrates durch die beiden Diago- 
nalen, die Verbindung gegenüberliegender Quadratecken, 
während die Kathetenquadrate je durch eine solche Diagonale 
zerlegt sind. Für Beweisgruppen von isolierten und stetigen 
Beweisen zugleich geben die Beweise 3) und 4) von 
Göpel!) ein Beispieı Im übrigen beschäftigen wir uns 
nur mit der Auffindung stetiger Beweise. 

Von bisher bekannten stetigen Beweisen unterscheiden 
wir wesentlich 4 Typen. Darunter sind die beiden letzten 
allerdings die Beweisgruppen von Göpel. Im Anschluss 
an Herrn Brandes klassifizieren wir in diesem S die 
Zerlegungsbeweise nach ihrer axiomatischen Einfachheit. 
Diese Einfachheit wird an der Anwendung der Dreiecks- 
kongruenzsätze zum Beweise der Kongruenz entsprechender 
Polygone gemessen. Ist p die kleinste Anzahl von Drei- 
ecken, in die ein Polygoon zerfällt, so müssen die Dreiecks- 
kongruenzsätze p-mal auf dieses Polygon angewendet werden. 


1) Ä. Göpel: Über Teilung und Verwandlung einiger ebenen 
Figuren, Archiv für Math. u. Physik, Bd. 4, S. 237. 


Bildet man nun Sp = E, die Summe der p für alle Polygone 
des Hypotenusenquadrates, so wird E als Mass der axioma- 
tischen Einfachheit eines Zerlegungsbeweises gelten. Wie 
nun Herr Brandes gezeigt hat, ist der Zerlegungsbeweis 
im Euklidkommentar des Annairizi (etwa 900 n. Chr. Geb.), 
welcher offenbar unabhängig von Herrn R. Hoppe!) wieder- 
eefunden ist, mit E=1 der einfachste Zerlegungsbeweis. 
Bei diesem in Fig. 1 dargestellten Beweise 1) sind die ent- 
sprechenden kongruenten Polygone wie auch in den folgenden 
durch gleiche Ziffern bezeichnet. Durch Vergleich der 
Analysis situs bezüglich der Länge der Strecken sowie der 
Grösse der Winkel findet man leicht die kongruenten Stücke 
heraus. Der Einfachheit halber führen wir spiegelbildliche 
Zerlegungsbeweise nicht besonders auf; ebenso berücksichtigen 
wir es nicht, wenn, wie beim vorlierenden Beweise, in einem 
Quadrate kongruente Polygonsysteme vertauscht werden 
können; es ist nämlich Polygon 4 = Pol. 1 +- Pol. 5. 

Die nächsthöhere Einfachheit weist der Beweis 2) von 
Herrn P. Epstein?) auf, Fig. 2. Beide Kathetenquadrate 
werden bei ihm auf dieselbe Weise in 4 Dreiecke zerlegt, 
die paarweise symmetrisch sind. 

Schliesslich sind noch die beiden Beweise 3) und 4) 
(Fig. 3 und 4) von A. Göpel?) zu nennen, welche 
wesentlich übereinstimmende Charaktere haben. Beide sind 
nicht eigentlich stetige Beweise, sondern Beweisgruppen, in 
denen stetige Beweise durch ihre Grenzfälle, isolierte Be- 
weise, getrennt werden. In beiden Beweisgruppen ist das 
Hypotenusenquadrat in zwei besonders zu behandelnde Recht- 
ecke zerlegt, deren kürzere Seiten mit den Projektionen der 
Katheten im rechtwinkligen Dreieck auf die Hypotenuse 
übereinstimmen. Das kleinere Rechteck ist dem kleineren 


1) R. Hoppe: Anschaulicher Beweis des pythagoräischen Lehr- 
satzes. Archiv f. Math. u. Physik, Bd. 8, S. 450. 

2) Paul Epstein: Ein Zerlegungsbeweis des pythagoräischen 
Lehrsatzes. Zeitschrift f. math. u. naturw. Unterr., Bd. 36. 

I) ad. 
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Kathetenquadrat zerlegungsgleich. Ist a<<b, so enthält die 
Zerlegung von A (n—1) Parallelogramme mit den Seiten 


2 


a? ac REN Bl, is 
Se und an und der Höhe > won die grösste ganze Zahl 
aus —— bedeutet. Bei den Figuren 3 und 4 ist 


n=1 gewählt worden. Die Zerlegung eines kleineren 
Kathetenquadrates nach 3) und 4) ist in den Figuren 5 und 
6 noch für n= 2 durchgeführt. Die Zahl E ist für das- 

-- bei Beweis 4) stets um 4 grösser als bei Beweis 
3). Beim letzteren Beweise ist füra = b die Zahl E=6. 


selbe 


h = } i b—a 5 
In jedem andern Falle liefert ganzzahliges —n einen 


jeeTei In b—a/% 
isolierten Beweis mt E=2n-7. Ist s keine ganze 
Zahl und n die grösste darin enthaltene ganze Zahl, so wird 


E=2n-+10. 

Dureh Kombination der beiden Rechteckzerlegungen in 
G von Beweis 3) und 4) lassen sich noch eine Reihe anderer 
Zerlegungsbeweise herleiten, worauf wir jedoch nicht ein- 
gehen. | 


S 5. Ableitung neuer Beweise. 


Wir machen es uns jetzt zur Aufgabe, aus den vor- 
handenen Beweisen neue Beweise abzuleiten. Dabei berück- 
sichtigen wir aber den Gesichtspunkt, dass die Zahl E einer 
Zerlegung nicht grosse Werte annehmen soll. Dies erreicht 
man bei den folgenden Überlegungen. Es sei ein Zer- 
legungsbeweis vorgelegt, d. h. Zerlegungen der Quadrate A, 
B, © Wir können C in 2 Rechtecke zerlegen durch eine 
Linie parallel zwei (@uadratseiten. Schieben wir das eine 
Rechteck parallel über das andere hinweg, dass die beiden 
der Schnittlinie parallelen Quadratseiten schliesslich aufein- 
anderliegen, so ist wieder ein zu C kongruentes Quadrat 
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entstanden. Durch die eingeführte Linie können Polygone 
des Hypotenusenquadrates zerlegt sein. Zerlegen wir die 
ihnen in A und B entsprechenden Polygone entsprechend, 
so entsteht wieder ein Zerlegungsbeweis. Lässt man die 
Teilungslinie gleichzeitig mit der Veränderung von stetig 
wandern, so entsteht ein stetiger Zerlegungsbeweis. Hier 
können auch isolierte Beweise als Grenzfälle auftreten; 
dies findet z. B. statt, wenn E seinen Wert ändert, 
oder wenn die wandernde Linie eine Polygonseite nicht 
mehr schneidet, sondern im Endpunkt berührt, oder sie 
die Seite gar in sich aufnimmt u. s. w. In allen diesen 
Fällen tritt eine Änderung der Analysis situs der Zer- 
legung ein. 


Ebenso wie beim Hypotenusenquadrat kann die Teilungs- 
linie natürlich auch in einem Kathetenquadrat eingeführt 
werden. Auch können mehrere Teilungslinien parallel ver- 
schiedenen Quadratseiten verwendet werden. Auf die vielen 
denkbaren Möglichkeiten gehen wir jedoch nicht näher ein, 
sondern nehmen eine Anwendung auf den ersten und zweiten 
Beweis vor. Beim 1. Beweise denken wir uns Ö durch eine 
Teilungslinie in C, links und (Cs, rechts zerlegt. Wir fügen 
ein Abbild von C, rechts an C, und ein Abbild von G, links 
von C, an, lassen aber C, und C, an den Stellen, die sie 
ursprünglich inne hatten. Fügen wir nun ein weiteres Ab- 
bild von C, rechts und ein Abbild von C, links von dem er- 
haltenen Rechteck an, so ist dies so gut, wie wenn wir 
rechts und links von Ü dessen Abbild angetragen hätten. 
Diese neue Operation wenden wir nun nach beiden Seiten 
beliebig oft an. Ferner führen wir dieselbe Operation in 
der Richtung senkrecht zum bisher erhaltenen Streifen von 
(Juadraten an, sodass schliesslich an jeder Seite eines zer- 
legten Hypotenusenquadrates ein ebenso zerlegtes (Quadrat 
angrenzt. Denkt man sich jetzt die Seiten der Hypotenusen- 
quadrate entfernt, so hinterbleibt eine regelmässige Zer- 
legung der Ebene in Quadrate A und B. Wir nennen die 
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so zerlegte Ebene I, ferner eine in Hypotenusenquadrate 
allein zerlegte Ebene II (Fig. 7; die Quadrate von I sind 
ausgezoren, die von II punktiert.. Die Ebenen I und IH 
mögen nun noch wie bei der soeben abgeleiteten Zerlegung 
der Ebene in zerlegte Hypotenusenquadrate übereinander- 
liegen. Was wir früher durch Einführung der Teilungslinie 
erreichten, das können wir jetzt durch stetige Parallelver- 
schiebung der Ebene II über I erreichen, während wir gleich- 
a 
= 
Anwendung. Wir zeigen nämlich, dass der Epsteinsche 
Beweis in innigem Zusammenhange mit dem Anai- 
rizischen Beweise steht. Verschieben wir die Ebene II 
nämlich so, dass die Mitten der Seiten von Quadraten C mit 
Mittelpunkten von Quadraten A und B zusammenfallen; er- 
setzen wir ferner die Quadrate © durch die ihnen einbe- 
schriebenen Quadrate D mit den Mittelpunkten der Quadrate 
"A und B als Ecken; und ziehen wir schliesslich in den 
(Juadraten A und B die Diagonalen oder Verbindungslinien 
gegenüberliegender Quadratecken: Dann sind die Quadrate D 
wie beim Epsteinschen Beweise die Hypotenusenquadrate 
zerlegt (Fig. 8; die Quadrate D sind punktiert gezeichnet). 


zeitig stetig variieren. Hiervon machen wir nun eine wichtige 


Eine gleichzeitig mit stetiger Veränderung von In erfolgende 


Parallelverschiebung einer Ebene III, welche in die Quadrate 
D zerlegt ist, über I schneidet aus dieser Ebene ebenfalls 
Zerlegungen der Quadrate D für neue Zerlegungsbeweise 
aus, wenn noch in I die Diagonalen der Quadrate A und B 
eingezeichnet sind. 


Zum Schluss dieses $ wollen wir noch eine Gruppe von 
neuen Zerlegungsbeweisen mitteilen, welche wie die Beweise 
3) und 4) das Archimedische Axiom erfordern. Das Hypo- 
tenusenquadrat sei so zerlegt, dass das Quadrat A. unzerlegt 
in ihm enthalten ist und mit ihm eine Ecke gemein hat. 
Den Rest des Hypotenusenquadrates zerlegen wir durch seine 


Symmetrielinie in zwei symmetrische Paralleltrapeze E, und 


E,. Wir wollen symmetrische Figuren nicht als kongruent 
ansehen, wenn sie sich nicht durch Parallelverschiebung und 
Drehung in ihrer Ebene zur Deckung bringen lassen. Deshalb 
müssen wir in im folgenden neben den Polygonen A, B, (, 
E,, E, noch ihnen völlig kongruente Polygone A’, B/, €, Ey, 
E, heranziehen. Da E, und Ey’ zu E; und Ey’ symmetrisch 
sind und entsprechend behandelt werden sollen, operieren wir 
nur mit E, und E,, deren Zerlegungsgleichheit mit B oder 
B’ wir jetzt nachweisen. Aus E, und E, bilden wir ein 
Parallelogramm F,. Wir zerlegen die Ebene in Parallel- 
streifen gleicher Breite h, deren jeder später aus einer einzigen 
Reihe zu F, kongruenter Parallelogramme aufgebaut werden 
soll. Infolgedessen kann h drei verschiedene Werte an- 
nehmen, nämlich: 


h, =c—a, ho ea en Gen, 


Ausser im dritten Falle werden wir neue Zerlegungsbeweise 
auffinden. Die Parallelstreifen mögen nun die Geraden G„ 
und G„+1 als Begrenzung haben, wo n jede ganze Zahl sein 
kann. Auf G, wählen wir einen Punkt P und beschreiben um 
ihn mit dem Radius b einen Kreis. Dieser schneidet für 
h=h, und h, eine Reihe von Geraden @„ mit n——- 0. Wir 
greifen eins der positiven n heraus und legen durch P sowie 
den Schnittpunkt P„ des Kreises mit G@„ eine Gerade H. 
Diese schneide Gn.m in Pa,n, wo m eine beliebige ganze 
Zahl sei. Wir zerlegen nun die Ebene ferner in Parallelstreifen 
der Breite b parallel H; die Begrenzungen eines Parallelstreifens 
seien die Geraden Hı und H,.-ı., H, stimme mit H überein. 
Diese Streifen sollen nun in Quadrate der Seitenlänge b zer- 
legt werden und zwar sollen Streifen, deren Werte Il mod. n 
kongruent sind, stets auf dieselbe Weise zerlegt sein. Wird 
nämlich der eine Streifen auf den andern mit kongruenten 
Il parallel in der Richtung der Linien G verschoben, so soll 
die Zerlegung beider sich decken. Verfährt man ebenso mit 
zwei Streifen, deren Werte l mod. n inkongruent- sind, so 
sollen die Zerlegungen in Quadrate sich erst dann decken, 
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wenn der eine Streifen um ein ganzzahliges Vielfaches der 
1 | 
Strecke ns P P,. in der Richtung der Geraden H verschoben 


ist. Daraus ersieht man, dass die Wahl unseres Punktes 
P,„ uns zu n! verschiedenen Zerlegungen der Ebene führt. 
Bezeichnen wir den Schnitt von G„ mit H, durch @ım, SO 
erkennt man leicht, dass das Quadrat über Qo Qno dem 
Parallelogeramm @o Qsı Anı Quo Zerlegungsgleich ist. Dieses 
hat aber die Höhe zwischen G, und G, mit F, gemeinsam 
und ferner denselben Flächeninhalt, also auch dieselbe Grund- 
linie gleich Qoo @no- Durch Zerleeung in ein Viereck und 
ein Dreieck werden beide gleich zerlegt. Die Zahl der resul- 
tierenden Zerlegungsbeweise ist im allgemeinen kleiner als n!, 
weil in einer Reihe von Zerlegungen kongruente Parallelo- 
gramme in F, aneinandergrenzen. Als ein Fall der Zerlegung 
von Fı kommt die zu Beweis 3) gehörige Zerlegung des zu 
A zerlegungsgleichen Rechtecks vor. Wir haben also zugleich 
eine weitere Verallgemeinerung von Beweis 3) gefunden. 
Unsere Fig. 9 gibt ein Beispiel der Zerlegung für den nur 
im Intervall e<3a bestehenden Fall, in dm h=h; ist. 
Falls das Gleichheitszeichen ausgeschlossen ist, existieren für 
jedes — zwei Zerlegungsbeweise, deren einen wir nur dar- 
stellen. Auf weitere Zerlegungsbeweise, die sich durch An- 
wendung oben gegebener Überlegungen aus dem „Trapez- 
beweise“ ableiten liessen, gehen wir der Kürze wegen nicht ein. 


S 4. Systematische Einteilung aller Zerlegungsbeweise 
auf Grund des Gerüstbegriffes. 


Bisher ist es gelungen, einige Verallgemeinerungen der 
schon bekannten Zerlegungsbeweise anzugeben. Doch sind 
wir damit nicht im geringsten im Stande, die Gesamtheit 
der Beweise aufzufinden. Diesem Ziele kann man sich leichter 
nähern, wenn man die Gesamtheit der Beweise in Klassen 
einteilt, deren jede leichter in Bezug auf Vollständigkeit in 


der Herleitung der Beweise zu prüfen ist. Im folgenden ist 
nun eine Klassifizierung verwendet, mit welcher wir nur bis 
zu gewissem Grade direkt die Frage nach der Existenz von 
Beweisen vorgelegter Art entscheiden können. Wir unter- 
suchen dann die einfachsten Klassen auf die Existenz ste- 
tiger Beweise hin. Die Fälle, welche sich zunächst als 
möglich ergeben, liefern aber nicht direkt Zerlegungsbeweise, 
sondern sind noch mit andern Hilfsmitteln genauer zu unter- 
suchen. Denn unsere Klassifizierung liefert wohl notwendige, 
aber nicht die hinreichenden Bedingungen. Gehen wir nun- 
mehr auf die Klassifizierung näher ein. 


Wir abstrahieren zunächst von allen Längenverhält- 
nissen, welche bei einer Zerlegung speziell eines Quadrates 
auftreten. Dann bleiben in einfach geschlossenen Polygonen 
noch die Winkel übrig, von deren Reihenfolge auf dem Um- 
fange wir ebenfalls absehen. Stimmen zwei Polygone dann 
überein, so nennen wir sie von „gleichem Gerüst“. Wir 
definieren: 

„Zwei stetig veränderliche einfach geschlossene Polygone 
sind von gleichem Gerüst, wenn sie nur dieselben Winkel 
und jeden in gleicher Anzahl enthalten.“ 


Enthält also das erste Polygon verschiedene Winkel 
A,ı, As, . . . A, so treten im zweiten Polygon von gleichem 
Gerüst dieselben und keine andern Winkel auf. Ferner ist 
der Winkel A, im ersten Polygon ebenso oft enthalten, wie 
im zweiten. In unmittelbarer Folgerung hieraus ist die Ge- 
samtzahl der Winkel und auch die Anzahl der Seiten in 
beiden Polygonen dieselbe. Die Seitenlänge Null sowie der 
Winkel = sind ausgeschlossen. 

Bei einer Zerlegung eines der Quadrate A, B, C werden 
wir nun die Anzahl der verschiedenen Gerüste von Polygonen 
bestimmen, welche auftreten. Diese Anzahl N ist im all- 
gemeinen kleiner, höchstens gleich der Anzahl der aufbauen- 
den Polygone. Wollen wir eine bestimmte Klasse von Zer- 
legungsbeweisen aufstellen, so können wir zunächst N fest 
geben. Ferner ist für jedes der N verschiedenen Gerüste 
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die Anzahl der verschiedenen Winkel festzustellen und wie 
oft jeder auftreten soll. Dabei ist nicht ausgeschlossen, dass 
in Polygonen verschiedenen Gerüstes derselbe Winkel vor- 
handen sein darf. Es dürfen z. B. Rechtecke neben Polygonen 
mit drei Rechten und anderen Winkeln in die Zerlegung ein- 
gehen. 

Nunmehr können wir unser Problem, stetige Zerlegungs- 
beweise aufzufinden, auch analytisch formulieren. Zunächst 
haben wir die Bedingung, dass die verwendeten Anzahlen 
positive ganze Zahlen, im Minimum 0, sein müssen. Bei 
einem Polygon vom k-Gerüst soll der Winkel A; 1'®-mal auf- 
treten, wobei: 

1) 1: 0 EI > 0 Die 
k i 


Denn nicht jedes Polygon, wohl aber wenigstens eins, muss 
den Winkel A, enthalten; 21» hat als Seitenzahl eines 


Polygons mindestens den Wert 3. Die Winkel A genügen 
gewissen Ungleichungen; bei einer konvexen Ecke liegt ihr 
Wert zwischen O0 und z, bei einer konkaven Ecke zwischen 
w und 27. Der Wert x darf nie angenommen werden. 
Also folgt: 

2) ORT en 

Ferner haben wir die Relation für die Winkelsumme in jedem 
Polygon vom k-Gerüst, welche für ein n-Eck (n—2) z be- 
trägt. Dies gibt, wenn A; der innere Winkel ist, die 
Relation: 

3) 3m A —-eP-N:n 


Eine weitere Reihe von Beziehungen ergibt sich da- 
raus, dass in der Zerlegung eines (Quadrates einerseits die 
rechten Winkel, andererseits Winkel x und 2” durch 
Winkel A; ausgefüllt werden müssen. Das erstere ist 
evident; dass die letzten beiden Fälle alle weiteren Möglich- 
keiten erschöpfen, erkennt man leicht. Denn bei einer Ecke 
eines aufbauenden Polygones kann ein Polygon vorhanden 
sein, für das dieser Punkt nicht Ecke ist; dann können aber 
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die Winkel A; hier nur den Winkel » zusammensetzen. Ein 
solcher Punkt heisse „Randpunkt“ (Fig. 10, Punkte R). 
Wird dagegen an einer Ecke der Winkel 2” ausgefüllt, so 
heisse dieser Punkt „Innenpunkt“ (Fig. 10, Punkte J). Diese 
Bezeichnung ist auch in der zitierten Arbeit von Herrn 
Brandes, benutzt worden. Welcher der drei Fälle nun 
vorliegen möge, stets wollen wir sagen, dass an einer Poly- 
eonecke der Winkel dr auszufüllen sei. Hierfür kann nun 
jeder Winkel A; bei Polygonen von k-Gerüst, die ihn ent- 
halten, in Frage kommen. Es ist en wie oft er bei 
einer bestimmten Ecke auftritt, etwa »\‘y-mal für Polygone 
vom k-Gerüst. Im allgemeinen wird jedoch derselbe Winkel 
öre auf verschiedene Weisen mittels einiger der Winkel A; 
aufgebaut werden. Wir numerieren diese verschiedenen 
Möglichkeiten, 1, 2, . g,... und werden v,) durch das 
allgemeinere Zeichen Kor ersetzen. Hier besteht wieder 
eine Positivitäts- und Ganzzahligkeitsbedingung: 
4) ww>0 u. 
i,k 

Denn A; muss nicht den Polygonen vom k-Gerüst, wohl aber 
überhaupt einem der Polygone angehören. Ferner haben 
wir mittels Darstellung eines Winkels dr durch die ihn auf- 
bauenden Winkel A;: 
5) > vos Ar sr 

i,k 
Schliesslich machen wir noch von der Tatsache Gebrauch, 
dass zu jedem Polygon vom k-Gerüst der Winkel A; genau 11- 
mal auftreten muss. Sind also C® Polygone vom k-Gerüst 
vorhanden, so muss der Winkel A; hier sicher C®. ®_mal 
auftreten. Diese Zahl können wir noch anders darstellen. 
Der Winkel drz sei auf verschiedene Weisen aufgebaut. 
Bei der g-Möglichkeit tritt A; in Polygonen k-Gerüsts De 
mal auf. Diese g-Möglichkeit sei bei der Zerlegung c,.-mal 
verwendet. Also ist der Winkel A; hier cs + vigo-mal nötig. 
Die Anzahl, wie oft er überhaupt bei der Zerlegung auftritt, 
erhalten wir durch Summation nach g und d. Dies gibt 


die zweite Darstellung von C®.]®. Wir finden durch 
Gleichsetzung für: jeden Winkel bei jedem Gerüst eine 
Gleichung, deren Gesamtheit wir als „Anzahlrelationen“ be- 
zeichnen wollen. Sie können in der Form geschrieben 
werden: | 
6) I ls ° ee Or ie, 

\ 8,0 

Da C, eine Anzahl verwendeter Polygone angibt, cz da- 
gegen, wie oft dr auf bestimmte Weise aufgebaut ist, so 
bestehen die Relationen: 


Yin CO, > 0. 


Da nun bei einem Quadrat der Winkel „ aur viermal aus- 


zufüllen ist, so können wir noch hinzufügen: 


8) 20,1 —4. 


In den Relationen 1) bis 8) sind die sämtlichen Eigen- 
schaften niedergelegt, welche wir unseren Forschungen nach 
Zerlegungsbeweisen mit Polygonen von bestimmtem Gerüst 
zugrundelegen. Wie man erkennt, handelt es sich stets nur 
um Erfüllung notwendiger Winkelrelationen, die aber längst 
nieht hinreichend zu sein brauchen. Bei der Aufsuchung von 
Zerlegungsbeweisen müssen stets noch wenigstens die Längen- 
verhältnisse berücksichtigt werden. 

‚Für die folgende Untersuchung ist es zweckmässig, die 
Winkel A; in anderer Form zu benützen. Da wir stetige 
Zerlegungsbeweise suchen, sind die Winkel A; nicht sämtlich 
konstant. Sie müssen die linearen Relationen 2), 3) und 5) 
befriedigen, also können wir einige A; oder lineare Funk- 
tionen von ihnen als unabhängige Parameter einführen, von 
denen alle A, linear abhängen. Durch die Koeffizienten der 
Parameter müssen sich: die Relationen erfüllen lassen. Wird 
A; von den Parametern «,, @,.... a, abhängig gedacht, 
so hat es eine Darstellung der Form: 


Amin tm u tea... Mr. 


ARE a PR 


Bei A sowie bei den konstanten Grössen’ A und den w ist der 
Index i hinzuzufügen. Die Zahl og wird man im allgemeinen 
so gross wählen, dass die A und ww nicht mehr stetig ver- 
änderlich sein können. Als Beispiel geben wir die Winkel 
des rechtwinkligen Dreiecks: 


Mt 7 TU 
Aı = A, = Fr —ıa, A; = u +. 
76 
| oder: A| = A, An arm a. 


Ausser den bereits aufgestellten Relationen können den 
Koeffizienten der Parameter auch noch andere Bedingungen 
auferlegt werden; man erledigt dann nur die Untersuchung 
speziellerer Fälle. | 


$ 5. Die Polygone der Zerlegungsbeweise aus 
Polygonen gleichen Gerüsts mit drei verschiedenen 
Winkeln. 


Die soeben dargelegten Ideen dienen zu einer syste- 
matischen Absuchung solcher Teilgebiete, deren Zerlegungs- 
beweise des Pythagoräischen Lehrsatzes man auffinden will. 
Wir beginnen nun die Erforschung eines derartigen Gebietes, 
indem wir die Bedingung stellen, dass nur Polygone von 
gleichem Gerüst verwendet werden sollen. Diesen recht all- 
gemeinen Fall spezialisieren wir noch dahin, dass wir drei 
(ein und zwei Winkel führen zu keiner Möglichkeit, wie wir 
im folgenden noch zeigen) verschiedene Winkel zulassen, die 
lı-, I,-, Is-mal in jedem Polygon vorhanden seien. Wir setzen 
die Relationen 1) bis 8) voraus, nur dass wir die Grösse 
C® in 6) ganz willkürlich lassen. Ausserdem verwenden 
wir die Darstellung der Winkel A; mit dem Parameter «: 
A=4nr + we. Für die drei Grössen A; besteht die eine 
Gleichung 3) stets, weshalb die A; als lineare Funktionen 
von zwei Parametern gedacht werden können. Es wird sich 
aber zeigen, dass tatsächlich nur die Abhängigkeit von einem 
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Parameter zu Lösungen :führt. Aber unsere Darstellung 
muss auch alle Lösungen aufzufinden gestatten, indem sich 
sonst die A;-als lineare Funktionen eines Parameters t er- 
geben müssten: 
ki eh + hat. 

Setzen wir dies in A; ein, so folgt: 
A;=(Akı+Ast)- = u tun twor .Tn 

— Ahı na wa + ud. 
wi; ist ein konstanter Proportionalitätsfaktor, etwa = 1, @ 
ein willkürlicher Parameter; aus dieser Darstellung erkennt 
man die Abhängigkeit von zwei Parametern, zu der wir also 
auch beim Ansatz mit « allein gelangen können. 

Aus der Willkürlichkeit von « folgt nun, dass die 
Gleichungen 3) und 5) je in zwei Gleichungen für die A und 
u zerfallen. Bezeichnen wir nämlich die linken Seiten dieser 
Gleichungen als Funktionen von A; mit p (A,), die rechten 
Seiten mit ww, so wird die Gleichung 9 (A:) = vu durch Ein- 
führung von «: | | 

gar wm)=ylhn) za. y)=W. 
Geben wir nun der willkürlichen Grösse «@ zwei verschiedene 
Werte & und «, und subtrahieren die so entstehenden 
Gleichungen, so folgt: 
(4 — 9%). ylu) =. 
Da, — % ==0 ist, folgt: y(m) =0. 
Setzen wir dies ing (A) = u ein, so folgt ferner: 


y(hn)=v. 
Somit erhalten wir aus den Gleichungen 5) und 5): 
3) (fı ı+hk&a+bk,=h+k+b—2 


Um+bm tl 0 

far ka ty y—0d 

wi wtrM Wa —(. 

Hier sind die Grössen »{}, durch », ersetzt, was die Be- 
zeichnung vereinfacht und. doch keine Verwirrung hervor- 
rufen wird. 


5) 


Wir wollen die Winkel A; noch auf eine Normalform 
bringen. Da wenigstens einer unter ihnen nicht konstant 
ist, können wir diesen, etwa A,, durch eine lineare Trans- 
formation zum Parameter « machen. Dieser nimmt dann 
nach 2) nur positive Werte an. Die Werte A können aber 
teils positiv, teils negativ sein, 4, ist—=0. Wir wollen nun 
durch eine Transformation von « alle 4 positiv, im Minimum 
zu( machen. Sei As negativ, dann ist sicher u, nach Rel. 2) 
“positiv. Wir führen A, als Parameter «@ ein. Dann ist: 


— AyTt 4 a 


A)=a—=AhnHtut, A,A=e—= fr 
2 


—/,n -+- ua 


A, __ alla — Ast on + M3 

Ma Ma 
Alle A’ sollen >0O sein. Da — %>>0 und us > 0, ist 
7, >>0. Damit aber auch 4’3 > 0 sei, ist nötig: 

ls Ma — Ag: >O. 

Aus der Gleichung 5) für die 4 folgt, dass A; positiv ist. 
Sollte nun A‘, negativ sein, so müsste bei positivem — As, 
4, und /, die Grösse u, negativ sein; dann wäre aber bei 
positivem «a das transformierte A, negativ, was Rel. 2) 
widerspricht. 

Als untere Grenze für den Wert 4; erhalten wir so 
stets O0; die obere Grenze ist aber 2. Denn nach 4) sind 
die > 0 und für jeden Winkel A; gibt es wenigstens ein 
»„>1. In Rel. 5) für die A können wir alle »« = 0 und 
nur v9; —= 1 Setzen; ersetzen wir noch d durch seinen grössten 
Wert, so folgt die Ungleichung: 

h<2. 
Also ist 2 die obere Grenze für die Werte 4. 

An dieser Stelle gelingt es uns leicht, den Fall von 
Polygonen gleichen Gerüsts mit nur einem oder zwei ver- 
schiedenen Winkeln zu erledigen. Der Fall eines Winkels 
ist auszuschliessen, da dieser konstant sein müsste. Bei zwei 
Winkeln machen wir den Ansatz: 


A, — 60, A, me An — wa. 


-—A,n + ud. 
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Aus den Gleichungen 3) und 5) erhalten wir die vier Re- 
lationen: 


; L/=h+k—2 Ey ne) 
3) + lau =0 » > +%u=6d 
v, und v, sind d proportional und so stets == 0. Der Fall 
muss nach 8) eintreten, also ist ea k eine ganze 
Zahl; es folgt: 
ls l; 
N „— 2, k= ——->7 
Damm, DL Lu 


>21, +1>3. 
Da I, gerade sein muss, bleibt nur h, =1, , = 2 übrig; es 
ergibt sich das rechtwinklige Dreieck; dieses gestattet keinen 
Aufbau des Winkels 2 und aus dem Widerspruch gegen 
Rel. 8) folgt die Unmöglichkeit des Falles. 

Jetzt kehren wir zum Fall von drei verschiedenen 
Winkeln zurück. ‘ Hier kann man versuchen, die beiden 
Gleichungen 5) nach den »; aufzulösen. Dabei treten drei 
Determinanten auf: 

Ay =hg, Ag = Ag, As — Ag ls — Az My: 
Wir müssen wissen, ob diese -; auch O sein können. Aı 
und 4, können nicht gleichzeitig O0 sein, da sich dann die 
Gleichungen für die A nicht erfüllen lassen. Also nehmen 
wir an, es dürfte nur 4, =0 sein. Dann folgte nach 4), 


weil nach 8) notwendig auch für d = 1 sein muss: 


7) 
it 1 
Vs N = Dr Az — cy 8 
Ferner ist nach 5): 

BEST +b,+1-—2 

4 >21, +2, +1>5. 

Da die Anwendung von 1) zu einem Widerspruche geführt hat, 
ist dieser Fall unmöglich; also müssen A, und A; == 0 sein. 


Aber auch 4, muss == 0 sein. Sonst wäre Az ein 
Vielfaches von A, und wir könnten A, zum Parameter 
machen. Dann wäre der vorige Fall vorhanden, was zum 
gleichen Widerspruche führte. 

Der Bedingung 4, ==-0 lässt sich genügen, indem 
wieder zwei Werte ı;==0 sind. Wir benutzen dies als 
Einteilungsprinzip und behandeln getrennt die Fälle: 

A) Far — Urs a 0 
B) Wa und Us — — 0. 

A) Bei Fall A) suchen wir zunächst die Möglichkeiten, 
einen Winkel dr aufzubauen. Hier ist entweder 1) A; allein, 
oder 2) A, und A; oder 3) A,, A, und A, nötig. Wir setzen 


zunächst den nach 8) unumgänglichen Fall d = = an. Da- 


bei führt Fall 3) zu einem Widerspruch. Denn jeder Winkel 


.. . ® ‘ TU .. 
träte wenigstens einmal bei Dr auf, also wäre: 


A+Ah+Aa<z 


TU 


TU TE 
Aı< <a A,< 9 
Dann folgt aber nach der ursprünglichen Gleichung 3): 
++) >htb+b,— 29: 


4>1h,-+b+Lb>3. 
Für h,=ßk,=1 = 1, also beim Dreieck, ist aber A, -— As, 


. . 7T A 

+ A, =nim Widerspruch zu A; +A; + A, < y> womit 
dieser Fall als unmöglich erwiesen ist. 
Wir untersuchen ferner, ob die Fälle 1) und 2) für 


1 
er beide zugleich möglich sind. Dies ergäbe aus 5): 
KRETK- l 
a << B<— 
Se ERBEN 


BE ne 


und aus 5) unter Hinzufügung von 1): 


ae 


A 2er 


Ks können nur die Gleichheitszeichen gelten, also muss 


1 5 ; es. 
h\=k=hml Aa=% = Zisein. Hiermit ern 


2 
des rechtwinkligen Dreiecks als möglich erkannt. 


A.1)Jetzt behandeln wir den Fall, dass-,, nur nach Mög- 


lichkeit 1) aus A, allein aufgebaut werden kann. Dann ist 


nach Rel. 5) ,< n also nach der Gleichung 3) für die 4: 


1 
le 


ker ketee 
or 2 13 
Hier empfiehlt es sich, für A,, das nur positive Werte bis 2 
annimmt, folgende Gebiete zu unterscheiden: 
a,<1, A —- IN Vo Lca<2 or 
a) Nach der Ungleichung für A, ist: 
2, Hk —4<0 
lı Bo Ilse > 1. 
Also erhält man die Winkel: 
Er 28 1 a 
A, —0&, As == In’ A, = (1 as « TU L, &, 
n ist eine positive ganze Zahl. Wegen des Koeffizienten 


1 Sn NE ; 
ERS von « muss Az bei jedem d ein Vielfaches von 1;-mal 
48 


vorkommen; dasselbe Vielfache von A, hinzugefügt, ergibt 


das Vielfache von dem Winkel (1 En IL. Da, ein echter 


2n 


Bruch ist, kann dieser Winkel mit dar — 2 übereinstimmen. 


Be ee 


Nun sollen aber A, und A, nicht - aufbauen. Also müssen 


wir entweder A, hinzufügen oder ein Vielfaches des Winkels 
muss mit einem andern ds übereinstimmen. Im letzteren 
Falle muss der Winkel fi >) ze wenigstens 2 n-mal ge- 
nommen werden, um ein ganzzahliges Vielfaches von = zu 
erhalten. Da nun für , =n= 1 der ausgeschlossene Fall 
des rechtwinkligen Dreiecks herauskommt, ist eine der beiden 
Zahlen sicher grösser als 1. Wir wollen nun den Winkel 
(2n1; — 1) r abschätzen. 2 n], ist eine gerade Zahl > 2, 
also mindestens = 4; folglich ist: 


on >(2n, — I) >3n. 


Da dr höchstens gleich 2 ist, kann dieser Fall nicht 
möglich sein. Aber es kann noch A, zu dem aus A, und Az 
aufgebauten Winkel hinzugefügt werden. Die Winkel A, 
und A, müssen gleichoft auftreten und es resultiert ein Viel- 
faches von 1, zz, welches <27r sein muss. Dies liefert 
entweder das Dreieck oder das Viereck mit zwei gleichen 
variabelen Winkeln. In beiden Fällen überzeugt man sich, 
dass auf keine von den bisherigen unabhängige Weise mehr 
ein Winkel dr aufgebaut werden kann. Dann ist aber auf 
Grund der Anzahlrelationen und Rel. 8) die Unmöglichkeit 
eines Aufbaues einzusehen. Denn an Punkten der Zerlegung, 
wo A, verwendet wird, kommen die drei Winkel A; in der 
Anzahl wie in einem der Polygone vor. Ausserdem muss 
der Winkel A, noch mindestens an den Quadratecken je 
einmal auftreten. Zu diesem A, fehlen aber dann die 
Winkel A, und A,, weshalb ein Aufbau mit A, <“ 1 unmög- 
lich ist. 


b) Es folgt nach 3) mittels A, < 


a le] 


wm 
| 
| 

“ 


BO 


Von den Werten Aa =0 und a für 1; ='1'’und 2 it me 
= la = 2 brauchbar, wofür I, =1 wird. Nach 2) 
ist nun Us = — 2 Soll A, für d= 1 oder 2 Verwendung 


la 

finden, so muss v; - us eine ganze Zahl sein, also ist , = 1 
oder 2 möglich. Dies gibt die Fälle des Vierecks oder 
Fünfecks mit zwei Rechten. | 

c) Hier ist 1< A, < 2. Also kann A, nur beim Auf- 
bau von 2 r verwendet werden. Dabei ist aber nach 5) 
auch A, nötig. Wir bilden nun die Anzahlrelationen. A, 
wird für jedes d 2nd-mal verwendet, was 4, c, und c,-mal 
7U 
En | 
dem werde der Winkel 277 c,-mal durch m,-A,-Hmg- As-H-A, 
aufgebaut. Daraus folgen die Anzahlrelationen: 

MC 0 An+2nc Iinw +m.:% 

Dr 1, ie 
Da alle Unbekannten positiv sind, folgern wir für 1, und 1;: 

ı >, L >, +1. 

Hiermit können wir nach Gleichung 3) für die A schliessen: 


la DEAN er en En 
3 


eintrete, um- zı und 2 » vollständig auszufüllen. Ausser- 


Oder da für c) Js, — 1<{1 ist: 
1.:3> > (ls-—1), 1. < 3. 
Für l;, =1 folgt aus 3) mittels der unteren Grenze von ];: 
,=h+bi—)>, +21) — 121 
Im Falle ec) it ı =1 allein möglich. Es sei ne 
Setzen wir n= 1, so folgt: 


ls =3 ist allein möglich und wir erhalten den Fall des 
Fünfecks mit drei Rechten. Ist dagegen n > 2, so ist: 


Hier verlangen jedoch die Anzahlrelationen n = 0, womit 
dieser Fall unmöglich ist. Schliesslich folgt für 1, = 2: 


2 2MSı Hl 
Au >22, th, >2.2 +3 — 


7 
ls > 7° 
Da A, und A, sich höchstens zu 2 ergänzen, ist / en 


Mit diesem Werte A, gehen wir nochmals in die Eee: 3) 
für die A: 


242, >. +) 
ENT 


Die Verwendung der unteren Grenzen für l, und 1, führt 
zu einem Widerspruch bei 4,, weshalb 1, = 2 unmöglich ist. 


d) Bei A, =2 muss A, neben A, beim Aufbau von 
2 zı auftreten, zugleich können beide aber in keinem andern 
Falle verwendet werden. Es ist also 


(— 4s) ° Ar + A, ne 
Hiermit folgt nach 3): 
BRESLAU 
ee 
Der Zähler des Bruches muss Me. sein: 
ı — —2<—1, ı sk +1 


Da 1, :1, eine ganze Zahl, nämlich — us, ist, sind zwei 
Fälle möglich: 
Lilo is 27 hal 2 
Im ersten Falle ist: 
are er 
la 


ER } 
Da 0 <A or ist, kann /; nur = 3 oder 4 sein, wovon 


der letztere Fall allein ein brauchbares Resultat liefert. So 
erhalten wir das System: 


I ee N a = A=-2n—.. 


= >) 
Dieser Fall erfüllt die Anzahlrelationen. Im zweiten Falle 
folgt nach Rel. 3): 
la /g + P% = lo — 1 
1 


,kA=l—-15 k=2, a: 


Dies gibt den Fall des Fünfecks mit zwei Rechten. 
Nunmehr sind alle Unterfälle von A. 1) erledigt, so- 
dass wir zum noch übrigen Fall von A übergehen können. 


A. 2) Beim Aufbau von as A, und A, allein 


2 
folgt A, = . z er Sodann liefert die Gleichung 3) für die A: 
Ba 
a et 


Wir verwenden für A, dieselbe Unterteilung, wie bei A. 1) 
für A;, nur dass Fall b) und d) für den konstanten Winkel 
A, wegfallen. 
a) Für Ag <.1 folgt aus der letzten Ungleichung. 
2ı +, -4=—1 
bil, 

Mittels ähnlicher Überlegungen wie bei A. 1) a) schliessen 
wir die Unmöglichkeit eines Polygones. 


— 31 — 

c) Hier ist A, zwischen 1 und 2 gelegen. Wir können 
also A, nur für den Aufbau von 2 z verwenden und müssen 
dazu auch A, und A, heranziehen. Dann können wir aus 
den Anzahlrelationen schliessen: 

ı >, +1, Lk >k-+1. 


Wenden wir dies auf Gleichung 3) für dieA an und ersetzen 
A, und A, durch er oberen Grenzen: 


DH De une > 


ER. —4>3L, —1 
Ir rlg: 
Dies ist ein Widerspruch gegen Rel. 1), weshalb auch hier 


kein Polygon existieren kann. Der Fall A hat hiermit seine 
vollständige Erledigung gefunden. 

B. Im Fall B sind u; und u, == 0. Wir bestimmen 
wieder die Möglichkeiten, den Winkel drr aufzubauen. Es 
sind dies: 1) aus A,, As, As; 2) aus A, und A,; 3) aus A, 
und A,; 4) aus A, und A,. Dass nun B. I) fürd= = 
unmöglich ist, lässt sich wie für A. 3) beweisen. Die Fälle 
2) und 3) sind, wenn nicht gleichzeitig vorliegend, identisch. 


Im übrigen lässt sich zeigen, dass für d = 77 Nie zwei der 


drei letzten Fälle gleichzeitig auftreten können. Der Beweis 
lässt sich durch Indicesvertauschung auf den Fall zurück- 
führen, wo 2) und 3) Eee vorliegen. Hier folgt: 


"A +A< cn Ata< 
2A, A; + A, <a 
A, + Ag + A, <a. 
Bezeichnen wir nun die ]; ihrer Grösse nach: 
Fa Ds 
so folgt aus der ursprünglichen Gleichung 3): 
Ir>al(+’7+—-23)>1n. 


a 


Es folgt die Gleichheit der I; mit 1. Beim Dreieck ist aber 
die Winkelsumme = z und nicht kleiner als x, wie aus den 
Voraussetzungen gefolgert war. 

Jetzt können wir B) nach den Fällen einteilen, die für 
= eintreten. Da 2) und 3) identisch sind, bleiben nur 
noch 2) und 4). Fall B. 2) zerfällt aber in zwei Unterfälle, 
deren einer mit B.4) identisch ist. Denn wir können bei P. 2) 
stets erreichen, dass us und us negativ sind. Wäre nämlich 
4, positiv, so würden wir A, zum Parameter « machen. 
Weil A, und A, den Winkel = 
gativ, also wenn |4z| der absolute Betrag von uz ist: 


aufbauen, ist 45 stets ne- 


«=hnr— | m -a—=ÄAr, 
X A HER ’ 
Keane 
Me) 
A -(% 8) Kr a 
3 3 + [us] 2 PA st lz 


Hier sind w, und w', negativ, also können wir schon für 
A, und A, die u als negativ voraussetzen. In diesem Falle 
wollen wir A, zum neuen Parameter $ machen. Es werden 
A, und As: 

—4 7 —- ß Agit —/sltg ‚ Ma 
A = = Bu. 0 nd BB: 

1 FR 2 2 1; ir BE p 3 

Fall B. 2) zeigt sich identisch mit B. 4), wenn B,, B,, B, ebenso 
Winkel in Normalform sind, wie A,, As, A,, wenn also: 
B. 4) Aa Mg — Ag Me <d. 
Dieser neuen Definition des Falles B. 4) als Unterfalles von 
B. 2) stellen wir die engere des Falles B. 2) gegenüber: 
B. 2) Ag Ms — Ag NR} > 0. 

B. 2) In diesem Falle transformieren wir noch wieder 
zurück, sodass: 


MW<O$, WO 
Dabei ist 4, >0 und wenn wir, wie oben, in die Fälle 
a), b), e), d) für A, einteilen, so ist d) wegen A,>2n 


220, I Kor 


unmöglich. Für b) und ec) ist A, >n, weshalb diese Fälle ” 
zusammen behandelt werden können. 
a) Hier folgern wir wie oben: 


ruht dual 1 
eher 

er ir au 1 

SoW A ar 


Für , >2 kann 2 nicht aufgebaut werden, weil 
24%, + As>2ist und A, + mA, —=2 kein ganzzahliges m 
liefert. Aus denselben Gründen kann A, bei I, = 2 nur für 
d—=2 und auf eine Weise erscheinen, was gegen die An- 
zahlrelationen verstösst. Für 1, = I lassen wir uns von 
den Möglichkeiten, 2 r aufzubauen, zu den sämtlichen un- 
abhängigen Möglichkeiten, dr aufzubauen, führen. Also sei 


Vz Ao + V, A, u — 2 


Vo ich e 
2n rote (1 an) . 
Ya — v9 
e 2 (9;—2) 


Sei 9», =1, dann folgt %% =1-+2n. ‚Hierbei wird 
mittels der beiden bekannten Möglichkeiten aufgebaut. Sei 
ferner v, >> 3, so folgt für n > 1: 

»— 2290 —4 


Also bestehen die drei fundamentalen Relationen: 
’ ZU 
n «A, + A,= € 
2 
n" A, + As -- > A, — dm. 
Nach den Anzahlrelationen muss n’—0 sein, also 1a = — Su, 
und nach Gleichung 3) für die u: 


3 
+ m 0, la eier 


ae 


“ Der Widerspruch gegen die Ganzzahligkeit von u macht den 
Fall unmöglich. 

b) und ec). Hier kann A, nicht wenigstens zweimal 
neben A, auftreten. Dann folgte aus den Anzahlrelationen 
und mit Rel. 3): 

a 


'r 
rare 


21,>21, +, —4>21, +21, —3 

1: 
Weil A, nur einmal bei 2 7 auftritt, muss A, stets gleich 
oft dabei verwendet werden, damit , + mA, =2 sei. A, 
kann hier nicht auftreten, dd, =1>1,-+ 1 sein müsste, 
Also ist: | 

M+ da 4 Us = 

1+(le —- m]) 9% =. 

Nun lässt sich aber auch folgern, dass beim Maximum von 


= 5 und mit , =1 nurıd; = 21, +1 möglich BD 


di, negativ ist, muss m = 2 sein und ta = — 1. A, nimmt 
jetzt den Wert an: 


1 
! 3, — (2 , +). 
N | x 


Soll A, < 2 sein, so ist erforderlich: 
2n, <21l + 1; 
n muss den Wert 1 erhalten. Aa + 4, ist, aber dann stets 
<- 2, weshalb A, nicht zweimal neben A, verwendbar ist. 
Also kann nur noch A, + A; = 2 sein, oder nach 
Gleichung 3): 
(1; Ta: 1») Ag = I? -+- (la FAR. ls) Br 2 
l—|. 
a. u Bl Ne 
+22, +2 —1,) 


1 : 
sl, Mag ,—h=2. 


Aus Gleichung 3) für die « folgt jetzt u, = — wes- 


1 
2 
halb sich —- nicht mit A, aufbauen lässt. Also liefert 
PB. 2) keinen möglichen Fall. 


B. 4) Hier soll der Aufbau von aus A, und A, 


IT 
2 
erfolgen. Dann ist, wenn ausserdem Gleichung 3) berück- 


sichtigt wird: 


- Lin ı, 1 
u 02,4 


ee alalunedo 


4>21, +b-+1>4. 
Dies ist aber ein Widerspruch, also existiert hier wie über- 
haupt im Fall B. keine Zerlegung. 

Das Resultat unserer Untersuchungen lässt sich folgender- 
massen zusammenfassen: 

„Die Polygone gleichen Gerüsts mit 3 ver- 
schiedenen Winkeln, aus denen sich eine. Zer- 
leeung herleiten lassen kann, sind: 

1. das rechtwinklige Dreieck; 

2. das Viereck mit zwei Rechten; 

3. Fünfeeke mit zwei und drei Rechten; 
4. (21-+4)-Ecke mit vier Rechten.“ 


$ 6. Eine Erweiterung 

auf Polygone mit vier verschiedenen Winkeln. 

Bevor wir mit der Diskussion der in $S 5 gewonnenen 
Lösungen beginnen, wollen wir für den Fall von Polygonen 
gleichen Gerüsts noch die Möglichkeit erörtern, dass vier 
Winkel verwendet werden, welche von zwei Parametern 
linear abhängen. Hierbei mögen die Relationen des $ 2 
sämtlich gelten, nur dass wieder C, vollständig unbestimmt 
bleibt. Nach den am Anfang des $5 gemachten Überlegungen 
wird damit auch der Fall von drei Parametern erledigt. 


RE NA 


Wie in$ 5 bringen wir die Winkel auf eine Normal- 
form aus folgender ursprünglichen Form: 


A=-un + w-e+ui-ß, (i=1,23,53, 4.) 


Hier müssen mindestens zwei Winkel unabhängig variabel 
sein, sodass wir sie zu unabhängigen Parametern machen 
können, z. Be Aı=«, A,=P. Ferner können wir so 
transformieren, dass A; und A, positiv sind. Die Gleichungen 
3) und 5) zerfallen hier je in drei Gleichungen, je eine für 
die A, w und a. Sei.nun A; negativ, womit A, nach Rel. 3) 
für die A positiv ist. Ferner muss wenigstens us oder 
ws; nach Rel. 2) positiv sein, da A;, a und £ positiv sind, 
sei z. B. #3 >0. Dann wählen wir A, als neuen Para- 
meter a: 

e= hun tmwatunsß=A, 

= . Asa tatusß) = As—Asn tuzatu oß. 
Hieraus folgt für A;: 
A,= Menzel] (zu a — Mat z)P —A,=un-t... 
Ist 4,2 0, so ist unser Ziel erreicht. A, kann aber nur 
dann negativ sein, wenn u, negativ ist, da A, As und 
w>0 sind. Zugleich ist bei A, <O auch m < O0 und da- 
her «,>0. In diesem Falle transformieren wir weiter: 
Ay=R: 


Bp=eun+tmatug- P=A,% 
az = I Ar— wet =AN, 
W.4 
Hieraus folgt für A;: 
a AA rt) an, 
Us Wa 

In diesem Winkel kann der transformierte Wert A nur 
negativ sein, wenn ws >00 ist. Nach us ua — WUus= 
Hua>O ist au > 0 hierbei ausgeschlossen. Also sind 
“s und «, > 0 allein einem positiven Werte 4 hinderlich ; 


dieser Fall findet aber seine Erledigung durch die alleinige 
Transformation Az; = ß. Damit ist auch für unseren letzten 
Fall die aufgestellte Behauptung erwiesen. Von A, und A, 
lässt sich nach Rel. 4) und 5) noch zeigen, dass ihre obere 
Grenze 2 ist. Nunmehr können wir zusammenfassen: 

„Sind A,, As, A;, A, die von den Parametern «@ und 
abhängigen positiven Winkel, so lassen sie sich auf die 
Normalform bringen: 

Az=a 
Aue 
A, A; mn + u; + u ß 
Ani unit u, ß, 
wobei A; und 4, positiv oder Null sowie < 2 sind.“ 

Den weiteren Gang der Untersuchungen wollen wir nur 
kurz skizzieren. Bei der Elimination der » treten mehrere 
Determinanten auf, die nicht sämtlich verschwinden dürfen. 
Vor allen müssen A; und A, ==0 sein. Darauf findet eine 
Einteilung des Problemes in 4 Unterfälle statt, je nachdem, 
‚wie viele und welche «= 0 sind. Jeder Unterfall wird 
nach den Aufbaumöglichkeiten des Winkels ds untersucht. 
Der Aufbau von d = > gibt Veranlassung zur Einteilung 
der Werte eines 4 in die Gruppen a, b, c, d des $ 5, von 
denen aber nur c) und d) in Frage kommen. Mittels wesent- 
lich einfacherer Schlüsse als im $5 gelangen wir so zu dem 
Resultate: 

„Die Polygone gleichen Gerüsts, welche vier 
verschiedene von zwei Parametern abhängige Winkel 
haben und mit denen sich ein Zerlegungsbeweis geben 
lassen kann, sind die Fünfecke mit zwei Rechten.“ 


$ 7. Über die Möglichkeit von Beweisen des Pytha- 
goräischen Satzes mittels der gefundenen Polygone. 


Wir wollen jetzt einige Untersuchungen über die in 
den SS 5 und 6 aufgefundenen Polygone in Bezug auf die 


a 


Möglichkeit eines Aufbaues von Quadraten anstellen, bei 
denen wir in zwei Fällen die Unmöglichkeit zeigen. 

Es sind fünf verschiedene Arten von Polygonen zu 
untersuchen: 1) das rechtwinklige Dreieck; 2) das Viereck 
mit zwei Rechten; 3) und 4) das Fünfeck mit zwei und drei 
Rechten; 5) (21-+ 4)-Ecke mit vier Rechten und 1 Paaren 
sich zu 2 x ergänzender Winkel. 

Hier können wir für Fall 2) eine Zerlegung angeben, 
im Anschluss an die aus Beweis 1) abzuleitenden Zerlegungs- . 
beweise ($ 5). Ebene I und II liegen dabei so übereinander, 
dass die Quadratecken von C mit den Mittelpunkten der 
grösseren Quadrate unter den A und B zusammenfallen. 
Ebenso wie hierbei das grössere Quadrat in Vierecke mit 
zwei Rechten zerlegt ist, lässt sich das kleinere Quadrat 
zerlegen, womit ein Zerlegungsbeweis aus Vierecken mit 
zwei Rechten gefunden ist. Auf die Aufgabe, alle hier 
möglichen Beweise zu suchen, gehen wir nicht ein. 


Wir können nun den Fall 3) des Fünfecks mit zwei 
Rechten als unbrauchbar erweisen. Unabhängig von der 
Zahl der Parameter ist stets aus allen Winkeln ausser den 
zwei Rechten der Winkel 2 x aufzubauen, sodass der Winkel 
zs nur aus zwei Rechten entstehen kann. Lagern wir nun 
ein erstes Fünfeck an einer Quadratecke an, so hat das 
Fünfeck notwendig einen Rechten an dieser Ecke. Wenig- 
stens auf den hier zusammenstossenden Quadratseiten hat 
das Fünfeck einen Teil seines Umfanges mit dem Quadrate 
gemein. Da sich auf dem Quadratumfange nur Ecken des 
Fünfecks mit anliegenden Rechten befinden können, müssen 
gemeiusame und nicht gemeinsame Teile der Umfänge von 
(Juadrat und Fünfeck in zwei Randpunkten zusammenhängen, 
an denen unser Fünfeck also noch zwei Rechte hat. So 
enthielte es wenigstens drei Rechte, im Widerspruch zur 
wirklichen Zahl, weshalb eine Zerlegung des Quadrats nicht 
existieren kann. 

Der eben durchgeführte Unmöglichkeitsbeweis zeigt, 
dass ein Quadrat schon eher aus Fünfecken mit drei Rechten 
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aufgebaut werden kann. Tatsächlich ist dies auch schon 
bei acht Fünfeeken möglich, nach Untersuchungen in einem 
folgenden $ wahrscheinlich der geringsten Anzahl von kon- 
vexen Fünfecken, in die sich ein konvexes Viereck zerlegen 
lässt. Nach der Anordnung der Winkel gibt es vier ver- 
schiedene Arten von Fünfecken mit drei Rechten, die aber 
ebensogut konvex wie konkav sein können. Auf nähere 
Untersuchungen im Fall des Fünfecks mit drei Rechten wie 
auch der noch komplizierteren (21 + 4)-Ecke, die ebenfalls 
(Juadrate aufzubauen gestatten, wollen wir jedoch nicht ein- 
gehen, da schon ein Zerlegungsbeweis aus Fünfecken das 
Hypotenusenquadrat vermutlich in wenigstens 2 -8=16 Fünf- 
ecke zerlegen liesse. 


Seiner Einfachheit halber verdient der Fall 1) das 
grösste Interesse. Der sehr allgemeine Begriff des Gerüsts 
eines Polygones verengert sich hier zum Begriff ähnlicher 
Polygone. Wir stellen uns nun die Aufgabe, nachzuweisen, 
dass ein Quadrat sich nicht aus ähnlichen veränderlichen 
Dreiecken aufbauen lässt. Hiermit behandeln wir, wie schon 
in der Einleitung bemerkt, die Verallgemeinerung einer 
Fragestellung von Herrn M. Dehn (Math. Ann. Bd. 57) 
für einen speziellen Fall. Die Frage: „Gibt es eine ein- 
gliedrige Schar von Figuren, etwa Dreiecken, aus deren 
Gliedern sich jedes Polygon zusammensetzen lässt“, wird 
nämlich dahin verallgemeinert, dass die aufbauenden Figuren 
bei stetiger Veränderung auch unter der Abhängigkeit ihrer Be- 
stimmungsstücke von einem oder mehr Parametern den Auf- 
bau leisten sollen. In unserem Falle eines Parameters zeigt 
sich die Unmöglichkeit. | 


Bevor wir mit dem Beweise beginnen, wollen wir über 
die Möglichkeiten, Rechtecke aus rechtwinkligen Dreiecken 
aufzubauen, einiges mitteilen. Sei «@ der Parameter der 
Dreiecke, etwa der kleinere spitze Winkel. Die zum Aufbau 
verwendeten Dreiecke können einander ähnlich oder auch 
symmetrisch ähnlich sein. Die Höhe auf der Hypotenuse 
zerlegt z. B. ein rechtwinkliges Dreieck in zwei ihm sym- 


ran 


metrisch ähnliche Dreiecke. Aus zwei kongruenten Dreiecken 
lässt sich ein Rechteck vom Seitenverhältnis sin @: cos « 
aufbauen. Durch parallele Anlagerung solcher Rechtecke 
erhält man Rechtecke vom ’Seitenverhältnis r, sin @ : Tr, + cose, 
rı und r, ganze Zahlen. Zu komplizierteren Seitenverhält- 
nissen gelangt man, wenn zwei solche Rechtecke ein Recht- 
eck aufbauen, deren eines gegen das andere um 900% gedreht 
ist. Durch Zusammensetzung derartiger Rechtecke gelangt 
man zu Seitenverhältnissen S; : S;, wo die S homogene ganze 
rationale Funktionen von beliebig hohem Grade in sin « 
und cos @ sind. Doch können hierbei die Seiten der ver- 
wendeten Dreiecke nur in sechs verschiedenen Richtungen 
liegen. Dass die Zahl dieser Richtungen aber auch beliebig 
grosse endliche Werte annehmen kann, zeigt folgendes Ver- 
fahren. An einem der konstruierten Rechtecke mögen in 
zwei gregenüberliegenden Ecken Geraden im Winkel @ gegen 
eine KRechteckseite, an den übrigen Ecken Geraden im 


Winkel 5 —+ «e gezeichnet werden, die nicht durchs Recht- 


eck gehen. Die gezogenen Geraden schliessen ein Rechteck 
ein, in dem zwei neue Richtungen der Dreieckseiten vor- 
handen sein können. Durch beliebig häufige Wiederholung 
dieses Verfahrens im gleichen Drehungssinne erhält man 
Dreiecksseiten in beliebig vielen Richtungen. 


Die hiermit gegebenen Beispiele, aus rechtwinkligen 
Dreiecken Rechtecke aufzubauen, gestatten, beliebig einfache 
und komplizierte Zerlegungen herzustellen. An einem Bei- 
spiel möge nun noch. das Seitenverhältnis eines aufgebauten 
Rechtecks berechnet werden. Die Seiten mögen S, und Sı 
sein. Es mögen zwei Rechtecke mit Seitenverhältnissen 
pı »cosa:dqgı-Sina und ps-cosa:dgs-sin«a angelagert 
werden, und zwar sei pı »cosa|| S,, gqı - sin«|| Sn. Pi, Ps, 
1, 4, Seien ganze Zahlen. Damit die beiden Rechtecke eine 
gemeinsame Seite haben, werden wir die Längen des zweiten 
Rechtecks im Verhältnis 1: A vergrössern. Die Rechtecke 


SE, re 


mögen mit Seiten proportional q, »sine und pa» cose, 
also || S, angrenzen. Dann ist: 
q,sina=A .p, 008 a 


4. sin « 
796080 
Also erhalten wir für die Seiten: 
sin «& x 4 
S, = Pı eos « ee and S, = gı Sin « 
= Pı 1 RT: la | 


oder: 

S,:S, = (Pı Pa cos’« + dı 95 Sin?e) : pa qı Sina cos a. 
S, und S, sind homogenen ganzen rationalen quadratischen 
Funktionen von cos «@ und sin @ proportional. 

Jetzt wollen wir den Beweis führen, dass ein Recht- 
eck niemals konstantes Seitenverhältnis haben kann, wenn 
es aus Rechtecken vom Seitenverhältnis cos @ : sin @ aufge- 
baut ist. Dies behauptet einen Teil des aufgestellten Un- 
möglichkeitssatzes. Seien in einer Zerlegung eines Rechtecks 
n Rechtecke verwendet mit Seiten proportional a,, bı; a, ba; 

. An, Dun; die Seiten des aufgebauten Rechtecks mögen 
S. und Sı, sein. Alle Seiten a sowie alle Seiten b mögen 
unter sich gleiche Richtung haben. Die a; und b; seien stets 
pı-cose und q-sin« oder p;-sin« und q;- cos «, wobei 
p: und q; ganze Zahlen sind. Um zu den wirklichen Recht- 
ecken der Zerlegung zu gelangen, vergrössern wir alle 
Längen des i-Rechtecks im Verhältnis 1:A:. Im aufge- 
bauten Rechteck gibt es nun Strecken, längs deren Recht- 
eckseiten zusammenstossen, und zwar in den beiden ver- 
schiedenen Richtungen a und b. Zu beiden Seiten einer 
Strecke liegen Rechteckseiten in gleicher Gesamtlänge, 
woraus Relationen folgender Art fliessen: 


A, + au + Ar ax + ...— A, 9. — A, au —... —O 
AyreDue— Arte Dee... — Apre bye — Age De — ...—0, 


Das vorliegende Rechteck hat einen Freiheitsgrad, also be- 
stehen (n — 1) Relationen. Dies lässt sich folgendermassen 
einsehen. Es sind genau (n — 1) Relationen, wenn in der 


Zerlegung nur Randpunkte vorhanden sind. Aus der Winkel- 
summe W bei N’ Randpunkten und N” Innenpunkten: 
W=(2-+N+2N)n 

in den n Rechtecken erhält man für N’ = 0, weil für die 
n Rechtecke W=2nrist, N =2(n— 1). Die Rand- 
punkte ordnen sich in Paaren von je zweien, für deren Ver- 
bindungsstrecke eine Relation besteht, also gibt es (n — 1) 
Relationen. Beim Vorhandensein von Innenpunkten wird die 


Strecke, welche zu einer Relation Anlass gibt, stets so ge- 


wählt, dass auf ihr kein Innenpunkt liegt. Jeder Innenpunkt 
ist also der eine Endpunkt von vier Strecken, für die eine 
Relation besteht. Mithin geben die Innenpunkte 2 N”, die 


' ’ 


Randpunkte "Relationen; im ganzen erhält man > +2N = 


(n — 1) + N” Relationen. Die Relationen für die vier in 
einem Innenpunkte zusammenstossenden Strecken sind linear 
abhängig und genau eine davon ist überflüssig; denn sonst 
folgte, dass die A; der vier im Innenpunkte zusammen- 
stossenden Rechtecke = 0 wären; die vier Relationen haben 
die Form: 


Apin dp riet A A en 
A, bu +. — A, b, — En 
A, +... A -. —... = 
A -b +... A, dp —...—=d. 


Lässt man also für jeden Innenpunkt eine der vier Relationen 
weg, so hinterbleibt ein System von (n — 1) unabhängigen 
homogenen linearen Gleichungen für die n Grössen A:. 

Schreiben wir die Koeffizienten in eine Matrix von 
(n — 1) Zeilen und n Kolonnen, so gibt die Streichung der 
i-Kolonne eine Determinante, die mit (—1)' multipliziert zu 
A; proportional ist und am einfachsten mit A; identifiziert 
wird. Unser erstes Ziel ist nun der Nachweis, dass A, stets 
eine gerade oder ungerade Funktion von cos « wie sin «@ ist. 
Zunächst beweisen wir den Satz: 

Satz1. A,ist eine homogene lineare Funktionin 
dena, undbx,, dieindenaisobar ist ebenso wieindenb, 


Da ax und b, nur mit Ax multipliziert auftreten, stehen 
sie nur in der k-Kolonne der Matrix. Ausser der OÖ stehen 
hier aber nur diese Grössen, da A, in keiner andern Ver- 
bindung in den Relationen auftritt. Sobald k ==i ist, muss 
A; also in a, und b, linear und homogen sein. Zugleich 
enthält eine Zeile nur Grössen a oder b, da nur Strecken 
gleicher Richtung in einer linearen Relation auftreten. Da 
jeder Summand der Determinante für A; aus jeder Zeile ein 
Element als Faktor enthält, ist die Anzahl der a unveränder- 
lich dieselbe in allen Summanden und dies gilt auch für die 
b. Also ist A, auch in der angegebenen Weise isobar. Alle 
Teile von Satz 1. sind damit erwiesen. Wir können ferner 
leicht beweisen: 


Satz 2. Jedes A; enthält nur gerade oder 
ungerade Potenzen von sin« wie cos, 


Zum Beweise betrachten wir zwei beliebige Summanden 
S, und S, der Determinante für A;, die also in den a und b 
isobar sind. Eine Reihe von Faktoren a und b wird in Sı 
und S, als gemeinsamer Faktor P enthalten sein. Im übrigen 
enthält das eine Glied den Faktor ax, das andere den Faktor 
b, aus der k-Kolonne. Die beiden Glieder sind bis aufs 
Vorzeichen: 
ya BE Pa: re Pc 
Sr U5:00y 9 ae" AR nr 


Die Anzahl der a ist in Sı und Sz dieselbe, also auch in 
Sı S2 
D und PD: 
Wir vergleichen nun die beiden Faktoren a; - b, und 
b;-a,. Die Bezeichnung der a und b sei so gewählt, dass: 


Mithin ist die Zahl der i, k, .... gleich der der p, q,..: 


3 = 022C08.0,, Di == dı:* SINE: 
Dann sind bezüglich a, und b, zwei Fälle möglich: 


1) fa, 2 Pe - COS & 2) I au Ps sin « 
lb, — (Qe-sin« b, = 4" cos a 


BE ee 


Also werden die Produkte a;- b, und b;- a,: 
2) [ a db, —Pı4 2 C08°« 


[ a -b,=pıq »Sin a-cos « 
\ bi a, = qıp's-sin?ea 


N). Ri 

| bi -a,—QıP 3-Sin «008 & 
In beiden Fällen unterscheiden sich a, - b, und b; »- 3, 
höchstens um eine gerade Anzahl von Potenzen cos & ‚wie 
sin @. Dies gilt ebenso für a, - b, und bx - a, U. 8. w., sowie für 


die Produkte dieser beiden (rössenreihen, d. h. für 2 
und S sowie für S; und S, selbst. Da S, und S, aber 


zwei beliebige Glieder der Summe für A, sind, so enthält A; 
nur Summanden, die sich um gerade Potenzen von cos « wie 
sin @ unterscheiden, wie Satz 2. behauptet. 

Wir berechnen ferner die Seiten S, und Ss. Diese 
werden in derselben Weise als Längen der von einer Recht- 
eckecke ausgehenden Seite dargestellt, wie die Strecken, 
welche zur Aufstellung der linearen Relationen Veranlassung 
geben. Hat das Rechteck an dieser Ecke das Seitenverhält- 
nis aı :b,, so erhält man S, und 8;: 

De zz Ale + A, -ı +... 
De -b, + A,2a,—+ : 


Hieraus folgt, dass S, und S, sich als Determinanten dar- 
stellen lassen, indem zur Matrix noch je eine n-Zeile hinzu- 
tritt. Daraus folgen für S, und S, ganz entsprechende 
Sätze wie für A;,, nämlich: 

Satz 3. 8, und S, sind je homogene lineare 
Funktionen von a, und bı, die in den a isobar sind, 
ebenso wie in den b. ' 

Satz 4. S8, wie S, enthalten nur gerade oder 
ungerade Potenzen von cos« wie sin a. 

Die Beweise sind genau wie für A, zu führen. Nun 
wissen wir, dass jeder Summand von S, wie S, anzeigt, ob 
gerade oder ungerade Potenzen von sina wie cos«a auf- 
treten. Es ist A, (==0) in der Formel für S, wie S, ent- 
halten, woraus wir ein Glied zum Vergleich von S, und S, 


FAR; 


entnehmen. Dies ist in S, mit a,, in S, mit b, multipliziert. 
Ist nun a, = pı » cosa, b, = dı »-Sine, so enthält z. B. S, 
die geraden, S) die ungeraden Potenzen von cos a, weil die 
herausgegriffenen Vergleichselemente sich so unterscheiden. 
Entsprechendes gilt für die Potenzen von sina. Man er- 
kennt also: 


Satz 5. Unter den Funktionen S, und S, ent- 
hält die eine die geraden, die andere die unge- 
raden Potenzen von cos« wie sin «. 


Nunmehr ersetzen wir cos @ durch x, sin @ durch y1—x? 
und erhalten, wenn S, die ungeraden Potenzen von sin « 
enthält, für S. eine ganze rationale Funktion Px), vom 
Grade n— 2rı — 1, wenn r,-mal durch einen Faktor 
cos® a + sin? «a—=1 der Grad um 2 erniedrigt ist, multipli- 
ziert mit yl—x?; entsprechend ist S, eine ganze rationale 
Funktion Q& vom Grade (n—2r,) in x. Soll nun das 
Verhältnis S, : S, konstant = Ü :1 sein, so folgt: 


Also müsste Yl—x? einer gebrochenen rationalen Funktion 
gleich sein, was unmöglich ist. Dieser Widerspruch zeigt 
die Unmöglichkeit des Aufbaues eines Rechteckes von kon- 
stantem Seitenverhältnis aus Rechtecken vom Seitenverhältnis 
cos @ : sin «. 


Wir wollen nun diesen Beweis für den Fall verall- 
gemeinern, dass die Seiten der zum Aufbau des Rechtecks 
verwendeten rechtwinkligen Dreiecke in beliebig vielen Rich- 
tungen liegen. Zum Aufbau seien n Dreiecke mit Seiten im 
Verhältnis b:: :dı= cos @ ! sin @: 1 verwendet. Die Seiten 
mögen in m verschiedenen Richtungen liegen, aw, am, ... 
a®w, Das i-Dreieck D; möge seine Seiten in den Richtungen 
am, am, am haben und die ihnen proportionalen b;, «, di 


.. . u k . 
mögen durch einen Index i, al angezeigt werden. Um von 


a 


den b;, a, dı zu den wirklichen Seiten von D; zu gelangen, 
werden alle Längen im Verhältnis 1: A, vergrössert. Im 
Rechteck gibt es nun Strecken, längs derer Dreiecksseiten 
zusammenstossen. Diese Strecken können m verschiedene 
Richtungen haben. Zu beiden Seiten einer Strecke liegen 
Dreiecke mit Seiten in gleicher Gesamtlänge, woraus sich 
Relationen folgender Art ergeben: 


1 
Area ol A Falle A er an) IE, 


Es müssen (n — 1) Relationen bestehen. Sei nämlich wieder 
N’ die Anzahl der Randpunkte, N” die Zahl der Innenpunkte 
bei der Zerlegung des Rechtecks, so ist die Winkelsumme 
W aller Dreiecke: 


WeeatN+2N) zenz 
Seien ferner ey und e, die Zahlen der Rechteckecken, f,, 


f,, fg die Zahlen der Randpunkte, 9, 2ı, &s, &, ga die 
Zahlen der Innenpunkte, bei denen soviel Rechte in Winkel 


ZU RR: s . . 
a und sh zerlegt sind, wie der Index angibt, dann ist: 
Inte 
N=ehtrlbtf 
Nest rt Bere 


Für die Anzahl o der Relationen, welche von Strecken ge- 
liefert werden, auf denen kein Innenpunkt mehr liegt, 
finden wir: 

2 th +2, 3b Hi FI a 
Bilden wir nun für jede Ecke in der Zerlegung des Recht- 
eeks die Summe Wy der Winkelsummen aller Dreiecke, die 


hier eine Ecke haben; summieren wir ferner die Wz für alle 
Ecken, so ist: 


— tot? et 2fot3hitahotdgot... 884) en 
oder, wenn wir o einführen: 


snan=P2Bo +4 N)a— le 49 tn ZaNda 
oc=(oa—lU)-+N. 


a 


Die linearen Gleichungen an einem Innenpunkte sind nicht 
unabhängig, vielmehr ist gerade eine überflüssig; also bleiben 
o— N” = n — 1 unabhängige Relationen übrig. 

Schreiben wir wieder die Koeffizienten der A, in eine 
Matrix von (n—1) Zeilen und n Kolonnen, so gibt Streichung 
der i-Kolonne eine Determinante, welche mit (— 1)! multipli- 
ziert gleich A; gesetzt werden kann. Für dieses A, müssen 
wir im folgenden nachweisen, dass es eine gerade oder un- 
gerade Funktion von cos @ wie sin @ ist. Wir beweisen also: 


Satz 6. A; ist eine homogene lineare Funktion 
der a. und in den a® isobar für jedes |. 

Da die a, nur mit A, multipliziert auftreten, stehen 
sie nur in der k-Kolonne der Matrix. Ausser der Null stehen 
hier aber nur diese.Grössen, da A, in keiner anderen Ver- 
findung als einem Produkt Ax » ax in den Relationen auftritt. 
Sobald k ==1i ist, muss A; also in den a« homogen und 
linear sein. Zugleich enthält eine Zeile der Matrix nur 
(Grössen a® ausser der Null, da nur Strecken gleicher Rich- 
tung in derselben Relation auftreten. Weil jeder Summand 
der Determinante für ‚A; aus jeder Zeile ein Element als 
Faktor enthält, ist die Anzahl der a" in den verschiedenen 
Summanden stets dieselbe. Also ist A; auch in der ange- 
gebenen Weise isobar. Alle Teile von Satz 6. sind damit 
erwiesen. Wir können ferner beweisen: 

Satz 7. Jedes A, enthält nur gerade oder 
ungerade Potenzen von cos« wie sin «. 

Zum Beweise betrachten wir zwei beliebige Summanden 
S; und S; der Determinante für A;, die also in den a“) iso- 
bar ist. Eine Reihe von Faktoren al’ sind in $; und 8; als 


[2 [ S 
gemeinsamer Faktor P enthalten. Dann sind — —=T, und 


P 
Sy rn ) 1 rm gr 
Dr , auch in den a® isobar. T, und T, enthalten nur 
noch verschiedene Elemente. Greifen wir aus T, ein Element 
a heraus. Da T, und T, in am isobar sind, enthält T; 


auch wenigstens ein Element a’, das im übrigen beliebig 


RS a 


ausgewählt werden kann. Nun sind T, und T; in den a; 
linear und enthalten a” nicht als gemeinsamen Faktor; also 
gibt es in T, wenigstens ein Element a”, während in der 
Richtung a® kein a” in T, vorhanden zu sein braucht. 
Aber da T, und T, in a® isobar sind, enthält T, sicher ein 
Element al’. Wie wir von a” und a zu al” und a” 
übergegangen sind, können wir weiter zu Elementen aı 
und al’ gelangen u. s. w. Man wird schliesslich Elemente 
au in T, und al” in T, hergeleitet haben, sodass alle 
bisher aus T, und T, abgesonderten Elemente verschieden 
sind. Nun sind T, und T, in a. linear und enthalten 
au nieht als gemeinsamen Faktor; also gibt es in T}; 
wenigstens ein Element aÜ. Da dieser Prozess bei der 
endlichen Anzahl von Faktoren in T, und Ts nicht unbe- 
erenzt fortgehen kann, muss für ein erstes t zu au in 
Tr elnrein T, existieren, welches demselben Dreieck D, 
angehört, wie a”. Damit ist der Zyklus unseres Verfahrens 
geschlossen, und wir haben aus T, und T, Teilprodukte P, 


und P,; abgesondert: 


aPı. (a), t) 


er Sm) t 
P, ee „o. a .. 0. 

Diese Teilprodukte wollen wir war untersuchen und zeigen, 

dass sie sich nur um gerade Potenzen von cos @ und sin « 


unterscheiden können. 


Betrachten wir nun beliebige Produkte Q, und Q:: 
(), 5 N A am. Uabkhes a 
(a EIER a” . au . 0) PN 
— a ... Se 
Wir bezeiehnen den absoluten Wert des I (a, al) 
. . U 7T 
mit 4. 9, kann die Werte 9,0 und Die ß an- 
nehmen. In jedem der drei Fälle werden Q, und Q@ sich 
beis=1 um eine ungerade Potenz von cos « oder sin «@ 
oder beiden unterscheiden. Sind aber y, und ya gleich, so 
differieren Q, und Qs bei s= 2 höchstens um eine gerade 
Anzahl von Potenzen. Sind y, und g, bei s= 2 verschieden, 


DAREN 1 CARE 


so ist der Unterschied auch mindestens eine ungerade Potenz. 
Schliesslich seien bei s=3 alle p verschieden: dann unter- 
scheiden sich Q, und @s wieder höchstens um gerade 
Potenzen von cos @ wie sine. Von diesen Tatsachen über- 
zeugt man sich leicht. 


Sei nun bei beliebigem s die Summe ® der nicht abso- 
lut genommenen Winkel: 


DZ L (aD, a) I a (am), al) u. Beate + L (am), al”) 
ein ganzes Vielfaches h von 77; seien p,, Pa und p, die An- 


y® TU ’ ! . 
zahlen der Winkel -- DE —@a, +8; Pı, Pa, Ps die Anzahlen 


. IT . 
der Winkel — u 8. Dann ist: 


TL HE ’ ’ 
Dr; 2 +Pa@+ pP P=hrr--p 5 +Pa@-+Pp3P 


‚, 7 ‚ ‚ 
oder: {rn Pla r{P—Pe}e {ip pas} f—=hr 


’ ’ 7T ’ ’ 
oder! Ip—Pıt Pepe} p3 +1 Papa —pa+ pe } a=hm. 


Da « willkürlich ist, folgt: 
Pr — Pe=Py3 —P35 
pP —-pıt B—-pe=2h. 
Die letzten beiden Gleichungen sind mit folgenden Kon- 
eruenzen identisch: 
Pa + Pa == ps -+ p (mod 2) 
pı pı Pe + pa = 0 (mod 2). 


Durch wiederholte Anwendung unserer Resultate über die 
Potenzen von cos « und sin @ in Q, und Q bis=1, 23,5 
können wir folgern, dass bei beliebigem s die Winkel «@ und 
ß gerade so wirken, wie (pa -+ p’,) Winkel (@ + p), die wir 


direkt durch Winkel GR ersetzen dürfen. Dann ist im ganzen 


die Wirkung von pı -+ pı — pa + pa Rechten zu studieren, 


a 


und da dies eine gerade Zahl ist, unterscheiden sich Q, und 
(5 höchstens um gerade Potenzen von cos @ und sin «a. 

Dies Resultat wollen wir auf die Produkte P, und P, 
anwenden. Ordnen wir in ihnen die Faktoren ax nach den 
verschiedenen k, wie in den Q und bilden ®: | 
D—= (a, a0) + I (a, ad)... + Z.(a®, a®) 

la) Be ehr 
Es ist h sicher eine ganze Zahl. Folglich unterscheiden 
sich P, und P, höchstens um eine gerade Anzahl von Po- 
tenzen von cos @ wie sin «a. 

Man erkennt leicht, dass sich T, und T, in eine end- 
liche Anzahl Paare von Produkten P, und P, zerlegen 
lassen. Da für jedes Paar der Satz vom Unterschiede um 
gerade Potenzen gilt, besteht er auch für das Paar ihrer 
Produkte, d. h. für T, und T, sowie weiterhin für S, und 
S;. Nun sind S, und S, zwei beliebige Glieder aus A;, also 
gilt der Satz auch für A, im ganzen, wie Satz 7) behauptet. 

Wir berechnen ferner die Seiten S, und S,. Sie 
werden in derselben Weise als Längen der von einer Recht- 
eckseite ausgehenden Seiten dargestellt, wie die Strecken, 
welche zur Bildung der linearen Relationen Anlass gaben: 
Es gelten genau dieselben Schlüsse, wenn hier beim Recht- 
eck eine Ecke vorhanden ist, an der ein Dreieck einen 
Rechten hat. Diesen Fall können wir also als erledigt an- 
sehen und behandeln nur noch die zweite Möglichkeit, dass 
an sämtlichen Ecken des Rechtecks zwei Dreiecke liegen, 
z. B. D, und D, an derselben Ecke. Hier stellen wir nicht 
nur S, und S,, sondern auch die Strecke S,, zwischen beiden 
Dreiecken als Determinante dar auf Grund der Relationen: 

Sa As en 

Sp—=Aı -ı® +... 

Sp—= As, u"... 

> =. ®9 +... 
Hier können wir A, und A, eliminieren, wobei nur Rela- 
tionen zwischen geraden oder ungeraden Potenzen von sin « 
wie cos « auftreten: 


hie 


satin MH... 

HI 9 +... 
Oder indem wir ebenso S,, eliminieren: 

419. 9 aD... 
Die Summanden rechts wie links enthalten nur gerade 
oder ungerade Potenzen von eos « wie sine; da aber für 
Qı = a, - a, ® und Q5 = a, » a, die Winkel y, und Ya 
verschieden sind (sı +g= =). muss der Satz bestehen: 

Satz 8. Unter den Funktionen S, und S, ent- 
hält die eine die geraden, die andere die un- 
seraden Potenzen von cos«e wie sine. 

Damit ist aber auch hier die aus Satz 5. gezogene 
Foleerung möglich, und es folgt allgemein: 

Satz9. Aus veränderlichen ähnlichen recht- 
winkligen Dreiecken vom Kathetenverhältnis 
sina:cose lässt sieh kein Rechteck von konstantem 
Seitenverhältnis aufbauen. 

Der gewünschte Unmöglichkeitsbeweis ist daher in 
aller Allgemeinheit gelungen. 


ll. Aufbau konvexer m-Ecke 
aus konvexen I-Ecken. 


$ S, Allgemeine Überlegungen zum Problem. 


Die Untersuchungen der SS 8—11 beschäftigen sich 
mit einem anscheinend bisher nur wenig untersuchten Problem 
bei Zerlegung von Polygonen in Polygone. Seine Formu- 
lierung könnte in einem einfachen Falle etwa heissen: 

„Aus wieviel Polygonen bestimmter Beschaffenheit lässt 
sich ein Polygon aufbauen, wenn den Polygonen der Zer- 
legung die Eigenschaften ihrer Analysis situs vorgeschrieben 
sind ?* 

Im folgenden haben wir für das aufgebaute wie für 
die aufbauenden Polygone zur Definition der Analysis situs- 
Eigenschaft die Forderung gestellt, dass sie konvex und 
von der ersten Art sind. Wir operieren stets mit ein- 
fachen Polygonen in einer einfach überdeckten Ebene, 
deren Punkte entweder auf dem Umfange oder im Innern 
oder Äussern jedes Polygons liegen; da das Polygon konvex 
ist, lassen sich zwei Punkte seines Umfanges durch eine 
Strecke verbinden, deren innere Punkte entweder Punkte 
einer Polygonseite oder Punkte im Innern des Polygons sind. 
Da wir schon in der Einleitung Gang und Resultate der 
Untersuchung genauer besprochen haben, können wir jetzt 
diese selbst beginnen. 

Wir behandeln zunächst den Aufbau konvexer m-Ecke 
aus n konvexen I-Ecken allgemein. Es möge für I, m und 
(n+1) jede ganze Zahl > 3 erlaubt sein. Dann kommt es 
auf die Punkte an, in denen Ecken von l-Eeken liegen. 


Diese Punkte sind entweder Ecken des m-Ecks oder Punkte 
auf seinen Seiten oder Punkte in seinem Innern. Der zweite 
Fall liefert nach der Definition der Randpunkte ($ 4) nur 
Randpunkte. Im dritten Falle erhalten wir Randpunkte und 
Innenpunkte; die in $ 4 angestellte Überlegung zeigt, dass 
bei unseren Voraussetzungen über die Ebene alle Fälle er- 
ledigt sind. Bezeichnen wir nun mit N’ die Zahl der Rand- 
punkte, mit N” die Zahl der Innenpunkte bei einer Zerlegung 
des m-Ecks in n l-Ecke, so hat man für die Summe der 
Winkel in allen l-Ecken n - (—2) nr. Dieselbe Grösse erhält 
mittels der Summierung der Winkel an allen Ecken den 
Wet (m—2)az +N' rn -+2N”’n. Durch Gleichsetzung 
folgt: 

1) n(l-2)=m—2--N +2N”. 


Ferner benutzen wir konvexe m- und I-Ecke. An einer 
Keke des m-Ecks braucht nur ein konvexes l-Eck zu liegen. 
An einem Randpunkte liegen mindestens zwei, an einem 
Innenpunkte mindestens drei verschiedene l-Ecke. Aus den 
Zahlen m, N, N” ergibt sich also eine Mindestzahl von 
Ecken, die an l-Ecken auftreten müssen; diese Mindestzahl 
darf die wirkliche Zahl n - 1 nicht überschreiten. Also er- 
halten wir die Relation: 


2) n-1>m-+2N -+3N”. 
Hierzu treten noch Positivitäts- und Ganzzahligkeitsrelationen: 
3) m nl NN NO: 


Aus den Relationen 1) und 2) wollen wir noch eine Un- 
sleichung herleiten, indem wir N” eliminieren; so folgt: 


n(6 -D)>6—m+N>6—m. 
Also: 4) m—6>n( — 6). 


Nach 1) können wir für n einen Minimalwert herleiten, indem 
wir N’ und N” als O annehmen: 


J me-2 
9) hnetns 


BAR N re 


Nehmen wir 1>6 an, so können wir diesen Wert in 4) ein- 
tragen und erhalten: | 

m 21226: 
Aus Gleichung 4) ergibt sich ferner eine obere Grenze für 
n, wenn 1 > 6 ist: | 


m—6 
S | 
7 "=176 
Aus I-Ecken, 1> 6 lässt sich nach 4) kein m-Eck aufbauen, 
wenn m die Werte 3, 4, 5 hat. | 


$ 9. Die Fälle 1—=3, 4, 5 ausschliesslich einiger 
Spezialfälle. 


Diskutieren wir nach diesen allgemeinen Betrachtungen 
nunmehr die Fälle l1=35, 4, 5, da die Relationen 1) bis 6) 
fürl <“ 6 nur einfache Resultate vermitteln, für 1> 6 da- 
gegen nicht genügend genau orientieren. Für 1=3 ist die 
Minimalzahl der zum Aufbau eines m-Ecks nötigen Vielecke 
nach Rel. 5) m — 2. Ein Maximum von n ist nicht vor- 
handen, denn zieht man von einer Dreiecksecke nach einem 
Punkte der gegenüberliegenden Seite eine Verbindungslinie, 
so zerfällt das Dreieck in zwei Dreiecke. Daraus folgt, dass 
die Zerlegung eines m-Ecks in (n + 1) Dreiecke möglich ist, 
wenn die in n Dreiecke existiert. 

Für den Aufbau aus konvexen Vierecken gelten ähn- 
liche Überlegungen. Durch Verbindung von Punkten zweier 
gegenüberliegender Seiten wird ein Viereck in zwei Vierecke 
zerlegt; also ist der Aufbau aus (n 4 1) Vierecken möglich, 
wenn aus n Vierecken. Sind E,, E,,... HE, die Ecken des 
m-Ecks in der Ordnung, wie sie beim Umlauf des Umfanges 
in bestimmter Richtung durchlaufen werden, so verbinde man 
Em mit E,, E;,... Ist m gerade, so ist Eu, Ems die letzte 
nötige Verbindungslinie. Ist aber m ungerade, so verbinde 
man nur noch En Em-4. Das dann übrig bleibende Fünfeck 
wird so-in zwei Vierecke zerlegt, dass E„ mit einem Punkte 
der Seite Em--.2 Em-ı verbunden wird. Augenscheinlich 


hinterbleibt hier noch der Fall des Dreiecks. Aus zwei 
Vierecken kann es nicht aufgebaut werden; denn diese 
können nur eine Seite gemeinsam haben, und so findet man 
ein Vier-, Fünf- oder Sechseck. Schon aus drei Vierecken 
gelingt, aber der Aufbau; es ist nur nötig, einen Punkt im 
Innern in passender Weise mit jeder der drei Seiten zu ver- 
binden (Fig. 11). 

Ebenso können wir 1=5 behandeln. Man verbindet 
die Ecke E„ mit E, E,,... Hier hinterbleiben dann für 
eine spezielle Untersuchung die Fälle m = 3, 4, 6, 7; dazu 
fügen wir m==|, weil das Fünfeck sich nicht aus zwei 
konvexen Fünfecken aufbauen lässt; dies erkennt man leicht, 
da sich aus zwei konvexen Fünfecken mit gemeinsamer Seite 
ein Sechs-, Sieben- oder Achteck aufbauen lässt. Damit sind 
aber die einfachsten Fälle für m = 6 und 7 bereits gefunden. 
Wir wollen nun zeigen, dass sich ein m-Eck, wenn aus n, 
auch aus (n—+ 1) Fünfecken aufbauen lässt. Der Beweis 
kann durch Schluss von n auf (n —+ 1) geführt werden, aus- 
gehend von den einfachsten Zerlegungen, ausser für m = 8, 
wo die Zerlegung in drei Fünfecke der Ausgangspunkt sein 
wird. Der Beweis gilt auch für die später angegebenen, 
wahrscheinlich einfachsten Zerlegungen der Drei-, Vier- und 
Fünfecke in Fünfecke. 


Die Zerlegung des Achtecks in drei Fünfecke geschehe 
folgendermassen. Die Ecken seien in ihrer Reihenfolge auf 
dem Umfange E,, Es,...E,. Man wähle (Fig. 12) auf 
E; E, einen Punkt P und zeichne das Dreieck EıPE, In 
ihm liege beliebig ein Punkt Q, der mit E,, P und E, ver- 
bunden werden möge. Dann ist das Achteck in folgende 
drei konvexe Fünfecke zerlegt: 


1) OS RER ap 
2) oOPEEE 
3) G Wan Eis Bi. 


Nun können wir beweisen, dass ein m-Eck sich, wenn 
aus n, dann auch aus (n -- 1) Fünfecken aufbauen lässt. 


Mer: 


Denn in jeder unserer Ausgangszerlegungen kommen zwei 
Fünfecke vor, die eine Seite, sowie die Richtung der in 
einem ihrer Endpunkte ansitzenden Seiten gemein haben, 
wie dies beim Achteck die Seite P@ und die Richtung E;E, 
ist. Seien allgemein PQA: AzA; und QPA,A,A, (Fig. 13) 
diese Fünfecke. Wir verbinden PA, und QA;,, was den 
Schnittpunkt B; liefert; verbinden ferner PA, und QA, 
was B, liefert. Eine Gerade durch B, und B, schneidet 
PQinC, A,A,;, in C, AıA, in C„. Im Innern des Drei- - 
ecks Q C, C, wählen wir einen Punkt D, den wir mit Q, 
C, und C, verbinden. Dann sind die gegebenen Fünfecke 
in folgende drei konvexe Fünfecke zerlegt: 

1) DQA, A,Cı; 2) DC,A;A,ÄG; 3) DC, A; As. 
Damit ist unsere Aufgabe gelöst und zwar lässt die Lösung 
den Schluss von n auf n + 1 zu, da die Fünfecke 1) und 2) 
wie die beiden Ausgangs-Fünfecke eine Seite sowie die 
Richtung der in einem ihrer Endpunkte ansitzenden Seiten 
gemeinsam haben. 

Die bei dieser Konstruktion gebrauchte Tatsache, dass 
G zwischen P und Q, C, zwischen A, und A,, Os, zwischen 
A, und A, liegt, lässt sich daraus einsehen, dass A, A; PQ, 
A,A;QP und B, PB, @ konvexe Vierecke mit den Diago- 
nalenschnittpunkten C,, Cs, C sind; daraus folgt die Be- 
hauptung leicht. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die für 1=3,4,5 
angegebenen Zerlegungen von m-Ecken in n I-Ecke nur dazu 
nötig sind, die Möglichkeit wenigstens einer Zerlegung zu 
zeigen. In Wirklichkeit existieren im allgemeinen noch viel 
mehr Zerlegungen, wenn diese auch stets in eine endliche 
Zahl von Gruppen mit verschiedener Analysis situs zerfallen. 


$S 10. Aufbau von Drei-, Vier- und Fünfeck aus der 
kleinsten Zahl von Fünfecken. 

Jetzt ist noch die Aufgabe geblieben, die einfachsten 

Zerlegungen von Drei-, Vier- und Fünfecken in konvexe 


a 


Fünfecke zu suchen. Dies sind vermutlich die in den 
Figuren 14, 15, 16 gegebenen Zerlegungen. Da aber über 
die Analysis situs der einfachsten Zerlegungen nichts weiter 
ausgesagt werden kann, vermag im en nur der Satz 
bewiesen zu werden: 


Satz 1. Liegt bei dem Aufbau eines m-Ecks 
(m = 3,4,5) aus konvexen Fünfecken wenigstens ein 
Fünfeek im Innern des m-Ecks, so sind die Minimal- 
zahlen der zu verwendenden Fünfecke bez. 9, 8und 6. 

Zum Beweise ermitteln wir zunächst einige Möglich- 
keiten der Anlagerung konvexer Polygone P an ein einfach 
zusammenhängendes aus Polygonen aufgebautes Gebiet A. 
Ein anzulagerndes Polygon kann zweierlei Elemente mit A 
gemeinsam haben, 1. einzelne Punkte, 2. zusammenhängende 
Streckenzüge. Ist A ein konvexes Polygon, so kann P mit 
A nur einen einzelnen Punkt oder eine Strecke gemein haben, 
wenn P ganz ausserhalb von A liegt, wie wir stets annehmen. 
Diese verschiedenen Anlagerungsmöglichkeiten sind in Fig. 17, 
1—12 dargestellt, indem an a aus A das Polygon b ange- 
lagert wird. Ist A ein konkaves Polygon, so gibt es noch 
andere Anlagerungsmöglichkeiten. Davon haben wir die- 
jenigen herausgesucht, in denen P nur einen Streckenzug 
von zwei Strecken mit A gemeinsam hat, die in einer kon- 
kaven Ecke von A zusammenstossen. Diese Möglichkeiten 
sind in den Figuren 17, 13—21 angegeben, indem wieder 
die a zu A gehören, und b ein P ist. Bei den folgenden 
Untersuchungen wird man sich in jedem Falle leicht über- 
zeugen, dass keine anderen Anlagerungsmöglichkeiten in 
Frage kommen. Wenn A bereits in Polygone a,, As,... 
zerlegt ist, so ist bei Anlagerung eines beliebigen Polygones 
P stets nur der Umfang von A zur Unterscheidung der 
Anlagerungsmöglichkeiten massgebend; auf Beziehungen von 
P zu einigen der a; wird gar keine Rücksicht genommen. 

Wir nehmen nun an, dass ein einfaches Polygon 
von k Seiten in der einfach überdeckten Ebene vorläge, 
Dann definieren wir; 


Definition. Unter einem Ringe von konvexen 
Fünfecken, der um ein einfaches k-Eck A gelegt ist, 
verstehen wir eine Gesamtheit von Fünfecken b; ausserhalb 
des k-Ecks, deren jedes mit dem Umfange des k-Ecks 
wenigstens einen Punkt gemeinsam hat, deren keines ein 
anderes auch nur teilweise überdeckt, während jeder Punkt 
vom Umfange des k-Ecks aussen nur an Punkte des Um- 
fanges von Fünfecken b; grenzt. 

Zu diesem Ringbegriffe gibt Fig. 18 ein Beispiel. An 
ein konkaves Sechseck A sind sieben Fünfecke b,,...b; 
angelagert. Dabei sind verschiedene Anlagerungsmöglichkeiten 
verwendet worden. So ist b, nach Fig. 17, 10, b, nach 
17, 5; bs und b, nach 17, 7; b, nach 17, 6; be nach 17, 4 
und b, nach 17, 15 angelagert. Würden wir eins der Poly- 
sone b entfernen, so würden die übrig bleibenden Fünfecke 
keinen Ring mehr bilden; wäre z. B. bs nicht vorhanden, so 
grenzte ja A zwischen b, und b, an Gebiet, das nicht zu 
Polygonen b gehört. 

Damit wir einen Ring um A einigermassen beschreiben 
können, stellen wir fest, wie oft die Anlagerungsmöglichkeit 
Fig. 17, i auftritt und bezeichnen diese ganze Zahl > 0 mit S.. 
So hat man in Fig. 8:, =2, , =, = sg Es, es 
die übrigen s sind =0. Aus den Werten der s;ı ist bei 
gegebenem A im allgemeinen die Anlagerung ihrer Analysis 
situs nach nicht eindeutig bestimmt; so könnte bg; in Fig. 18 
zwischen je zwei benachbarten Fünfecken ausser zwischen 
b, und b, liegen, während b, an keiner anderen Stelle 
liegen kann. 

Zwei benachbarte Fünfecke b’ und b” eines Ringes 
können auf wesentlich vier verschiedene Weisen einander 
angrenzen, die in Fig. 19 dargestellt sind. So grenzen in 
Fig. 18 b, und b, sowie b, und b, nach Fig. 19, 1; ferner 
b, und bz nach 19, 2; ferner b, und b,, b, und b,, b, und 
b, nach 19, 3; schliesslich b; und b, nach 19, 4 einander 
an. Die‘ Möglichkeit Fig. 19, i sei bei einem Ringe von 
Fünfecken um ein k-Eck r;-mal verwendet, Bei Fig. 18 ist 


a in 


Ve. Auch»sdurchrdie Werte r; 
eines Ringes ist die Anlagerung benachbarter Polygone 
ihrer Analysis situs nach im allgemeinen nicht eindeutig be- 
stimmt. 

Nunmehr denken wir uns an ein konvexes Fünfeck 
einen Ring von konvexen Fünfecken gelegt. Dabei ent- 
steht ein einfaches K-Eck, dessen Seitenzahl K wir be- 
rechnen. Wir verwandeln das K-Eck vorübergehend in 
ein K-Eck, bei dem ausser r; alle n— 0 sind, während wir 
die s; nieht ändern. Von den s; können nur Ss, Sy .-- 
Sı2==0 sein, da der Ring um ein konvexes Fünfeck gelegt 
ist. So erhalten wir durch Abzählung für K: 
K=4s,+3s;+3s;+38, 448, +33,+28, 42854389428, 0 4281143812 

—=4s14+85)-H3(82:485 48:86 4894512) + 2(87 4884 104811). 


Setzen wir: 


l 


| hW=Ss +8 

7) =, +, +, +86 +89 + Sıa 
| = ++ So + Sn 

so folgt: Bat Lt, 


Verwandeln wir nun das K-Eck in das K-Eck zurück, wobei 
sich die s; nicht ändern, sondern nur die r;, So findet man 
für K: 

8) K=41, +3 +2, nn — rn 


Wir können über die r; und s; noch einiges aussagen. Zu- 
nächst müssen an jedem linken Endpunkt der fünf Seiten 
des inneren Fünfecks Fünfecke des Ringes angrenzen, die 
mit dem inneren Fünfeck eine Strecke einer Seite gemein 
haben. Damit erhalten wir für die zugehörigen s; die 
Relation: 


9) sts rs ts 9 sd. 
Entsprechend erhält man wegen der rechten Endpunkte: 
10) ss re IE tt td. 


Ausserdem sind die t; mit den r; durch die Relation verbunden: 


11) rt ht —- Ya +13 + Ty. 


Mit diesen Relationen 7)—11) leiten wir für K ein 
Minimum ab, indem wir noch berücksichtigen, dass die S; 
und r; ganze Zahlen > O0 sein müssen. Mittels 11) elimi- 
nieren wir rz aus K: 

K=3th +2, +6, +2 rn + + 
Nach 9) und 10) schliessen wir: | 

en 

Wir subtrahieren dies von der Gleichung für K: 

K>5 +2: +,+2n rn +25 

Ka. 
Also liefert einzig der Fall K=5 etwas Neues, Da K>5 
ausgeschlossen ist, schliessen wir mittels der ausführlichen 
Relation für K: 

wu VO, BL ed, nennen Van 
Nach den Gleichungen 7), 9), 10) ist also: 

IB yes age ae 
+8 = 4 So—d 


Setzen wir dies in ts, =5 ein, so folgt: 
Sg + Sıo - 
+ aan —+ Sı =5 
972.9, Sense re), 


Durch 5 = 13 =5 ist aber die Zerlegung. der Fig. 16 ein- 
deutig definiert. | 

Wie unser Satz behauptet, wird hier das Fünfeck aus 
sechs konvexen Fünfecken aufgebaut. Beim Drei- und Vier- 
eck brauchen wir zum Aufbau wenigstens sieben Fünfecke, 
da wir sie ja mittels eines Ringes nicht aufbauen können. 
Um für sie die gesuchte Zerlegung in Fünfecke zu erhalten, 
fügen wir zu den Fünfecken des ersten Ringes noch solche, 
welche einem Ringe um diesen angehören können. Dass 
kein geschlossener zweiter Ring brauchbar ist, folgt daraus, 
(lass zum zweiten Ringe mindestens fünf Fünfecke gehören 


würden, aber nach Fig. 14 und 15 höchstens zwei und drei 
Fünfecke zugefügt werden dürfen. Da zum Aufbau des 
Vierecks höchstens zwei weitere Fünfecke angelagert werden, 
kommen keine komplizierteren als die bisher angeführten 
Anlagerungsmöglichkeiten in Frage. Für das Dreieck gilt 
dasselbe. Denn ein anzulagerndes Fünfeck hat höchstens 
mit zwei angrenzenden Fünfecken des ersten Ringes Punkte 
gemein. Ein Fünfeck des ersten Ringes trägt aber nie nur 
eine Strecke zu den Seiten des K-Ecks bei, sodass nie an 
einer K-Eckseite zwei konkave Ecken liegen können. Also 
müsste ein anzulagerndes Fünfeck A zwischen sich und dem 
ersten Ringe ein durch Fünfecke auszufüllendes Gebiet G 
abgrenzen, indem es mit zwei nicht angrenzenden Seiten des 
K-Ecks Punkte gemein hätte. Zur Ausfüllung von G dürfen 
höchstens zwei konvexe Fünfecke benutzt werden. Dann 
hätte G nie zwei aufeinanderfolgende konkave Ecken, wes- 
halb A höchstens mit zwei Seiten an @ stossen kann. G& 
hat zwei Gruppen von drei, oder eine Gruppe von fünf auf- 
einanderfolgenden konvexen Ecken; da aber das K-Eck nie 
zwei aufeinanderfolgende konkave Ecken hat, so ist ein Ge- 
biet G unmöglich vorhanden. 


Sollten die beim Dreieck anzulagernden Fünfecke ferner 
ausserhalb des K-Ecks in besonderer Weise aneinander- 
grenzen, so könnten sie nur einen Punkt ausserhalb des 
K-Ecks gemein haben. Aus der Unmöglichkeit des Gebietes 
6 folgt, dass jedes anzufügende Fünfeck nur einen Punkt 
oder eine oder zwei zusammenhängende Strecken mit dem 
K-Eck gemein hat. Sollten drei dieser Fünfecke in einem 
Punkte zusammenstossen, so müssen zwei von ihnen, A und 
B, das dritte, C, einschliessen mittels Abschlusses durch das 
K-Eck. Da das K-Eck keine zwei aufeinanderfolgenden 
konkaven Ecken hat, kann © mit dem K-Eck höchstens zwei 
Seiten gemein haben. Indem an zwei weitere Seiten von Ü 
Seiten von A bez. A und dem K-Eck grenzen, entfernt sich 
die fünfte Seite des © sowohl von A wie von B, sodass 
A, B und CE in keinem Punkte zusammenstossen. Ähn- 


liches tritt ein, wenn Ö mit dem K-Eck nur eine Seite ge- 
mein hat. 

Also müssen beim Drei- und Viereck die durch die r; 
und s; beschriebenen Verhältnisse des Angrenzens vorliegen. 
Aber da der zweite Ring nicht vollständig ist, werden Seiten 
des K-Ecks bereits mit Strecken vom Umfange des m-Ecks 
übereinstimmen, und zwar gehört die ganze K-Eckseite einer 
m-Eckseite an. Derartige Seiten des K-Ecks, u an der Zahl, 
werden zusammenhängend, also in Streckenzügen vorhanden 
sein; die Zahl der Streckenzüge sei v, die ihrer Endpunkte 
also 2v. Ausserdem können w isolierte Ecken des K-Ecks 
auf dem Umfange des m-Ecks liegen. Von den u Seiten 
können mehrere auf einer Seite des m-Ecks liegen, etwa 
p-+-1 auf einer. Die Summe der p für alle Seiten des 
m-Ecks seip. Es ist p<v. Die ausgezeichneten 2v + w 
Ecken des K-Ecks werden Randpunkte des m-Ecks sein, bis 
auf q, welche Ecken daran sind. | 


Nunmehr sind wir im Stande, die Seitenzahl des mittels 
der angefügten Fünfecke entstehenden K’-Ecks zu berechnen. 
Die neuen r; und s; mögen durch einen Strich unterschieden 
werden. Wir setzen: 


tı = sı+85 
12) a 
| ts =8s,48848 1048 17 8144815481048 19 
ty, = sts tot 


Dann erhalten wir für K': 


13) Keane 

Ausserdem entsprechen den Relationen 9), 10) und 11): 

14) K = u4sı 483485487487 +28 1842814428; 
a tt 

15) K-=u4s!+s, 48, +87 +89 +80 +28 13428 u 


| +8'4+28 16 +28 17-8 1842810 +28 90 +8’aı 
16) try tr, tv at; Ha Hg +t. 


Ferner stehen die r, welche konkave Ecken des K-Ecks ver- 
bürgen, zu einigen s; in Beziehung: 
17) a 5 Die 2 ale ae RS. 

‚Jetzt können wir unser eigentliches Problem behandeln. 
Wir wissen, dass beim Dreieck höchstens drei, beim Viereck 
höchstens zwei Fünfecke zum ersten Ringe hinzuzufügen 
sind. Für K’ = 3 und 4 können wir also ansetzen: 


Be al, ur K 
und dafürK =3 das C— K-=3 sein soll, ist C= 6. 
Also: 
18) t, +t2 +t, +, s6 —K. 
Wir subtrahieren 17) von 14) oder 15), und indem wir 
einige der s; durch alle ersetzen, folgt: 
K—n nn <utti te +Ht; +t. 
Wir addieren hierzu 18) und finden mittels des Wertes für K: 
4tı +36, +2, — nr — un <u+6—K. 
Nach 11) ist, sowie nach 9) oder 10): 
a RE a a 
5<sth te + be. 
Addieren wir die drei letzten Relationen, so folgt mit Ab- 
schätzung der linken Seite: 
0<2?th, +, <ut1—K 
u>K —1. 
Addieren wir dies zu 13), so ergibt sich: 
Data Heer, pt 
Subtrahieren wir ferner hiervon 16): 
19) 123,420, rar rar to PtWr4. 
Wie oben bemerkt, ist (v — p) >0. Also stehen rechts in 
19) nur positive Grössen; da das K’-Eck konvex ist, sind 
r; und r, = 0; ferner rechnen wir nur mit ganzen Zahlen, 
also folet: 


d; = fg —— 0. 


— 6b — 


Nun trennen wir die beiden Fälle v—p>0. Fürv=p 
sind beide Grössen mit u>K — 1>>0 auch =—-0. Dann 
muss aber auf jeder m-Eckseite wenigstens eine der u Seiten 
liegen, woraus mit p >06 folgt: 
u>K-+H1. 
Hiermit erhalten wir aus 13): 
a 
Subtraktion von 16) ergibt bei p=v: 
0>1I1 +1, +r, +94y+w>1. 
Das ist ein Widerspruch, weshalb nur v>p möglich ist. 
(61. 19) erlaubt aber nur v—p=1, woraus folgt: 
et, Hrı 4-4 m. 
Alle Grössen rechts sind 0 und damit alle s“; ausser in t\. 
Indem nun in 19) nur das Gleichheitszeichen gilt, trifft dies 
auch für alle Relationen von 18) an zu. Also ist: 
neh te u det 
K=0 -+n—6—-,)=5-+n + Tr. 
Nach 17) können wir aber jetzt schliessen: 


n-- Bot K' 
K>11—K 
20) K+-K>1l. 
Mit Hülfe der Relation: 
u=R 1% 


können wir aus 14) und 15) s’;„ berechnen: 
K-RK +1 36 ts) +28 
2 4 
Setzen wir dies in den Wert für ty=6—K’ ein, so folgt: 
Be RK IK Kr + 1 u S 18 A So Ha 2 Saı 
2 4 
Se +89 +28 
C 2 
Vergleichen wir dies mit 20), so ergibt sich: 
0 > S1s zu S 90 + 285 
ae 
$17 Rn u} u 6 ER Ka 


7 


1-KER'4 


IR Er 


Indem nun Ss, =6 — K,v=1,r,=5—K’ ist, erhalten 
wir genau die Zerlegungen der Fig. 14 und 15, deren An- 
zahl von konvexen Fünfecken in unserem Satze als Minimal- 
zahlen angegeben und jetzt als solche erwiesen sind. 

Ein etwa zu erhebender Einwurf, dass beim Drei- und 
Viereck mittels einer Zerlegung von Fünfecken aus einem 
dritten Ringe ein einfacheres Resultat erhalten werden 
könnte, ist zurückzuweisen, da u dann einen zu grossen 
Wert erhalten würde. Auch kann man ein anderes Fünfeck 
als mittelstes nehmen, sodass nur zwei Ringe auftreten. 

Wir bemerken noch, dass die oben benutzten Beding- 
ungen bei den Zerlegungen für das Drei-, Vier- und Fünfeck 
erfüllt sind für den Schluss, dass das m-Eck sich, wenn aus 
n Fünfecken, auch aus (n + 1) Fünfecken aufbauen lässt. 


$ 11. Satz über den Aufbau aus konvexen l-Ecken, 
12226, 

Bisher haben wir den Aufbau konvexer m-Ecke aus 
konvexen Il-Ecken für die Fälle 1 = 3, 4, 5 untersucht, wo- 
bei sich besonders für 1=5 Schwierigkeiten zeigten. Wir 
hatten die einfachsten Werte m gesondert untersuchen 
müssen und waren dabei wegen der Anlagerungsmöglich- 
keiten in Ungewissheit gewesen. Für 1>6 kommen wir 
nun zu dem einfachen Resultate, dass die vier Möglichkeiten 
r; und die 21 Möglichkeiten s; bei Verwendung von Ring- 
systemen alle möglichen Anlagerungen liefern. Dies wollen 
wir jetzt beweisen. 

Wir denken uns einen NN zusammenhängenden Bereich 
der einfach überdeckten Ebene, der in eine endlicheZahl konvexer 
l-Ecke, 1> 6, zerlegt ist. Aus den l-Ecken greifen wir eins, 
R,, als Zentrum eines Ringsystemes heraus. Zum ersten 
Ringe R, gehören alle l-Ecke ausserhalb R,, welche mit 
ihm wenigstens einen Punkt gemein haben. Der Ring R, 
hat ein einfaches Polygon P, als äussere Begrenzungs- 
kurve, wie gezeigt werden wird. Zum Ringe R, gehören 


alle I-Ecke ausserhalb P,, welche mit ihm wenigstens einen 
Punkt gemein haben; auch R, hat ein einfaches Polygon 
P, als äussere Begrenzung. So können wir fortfahren. 
Der Ring R, hat ein einfaches Polygon P, als äussere 
Begrenzung; zum Ringe R,;.ı gehören alle l-Ecke ausser- 
halb P,, welche mit ihm wenigstens einen Punkt gemeinsam 
haben; dann hat R,;. wieder ein einfaches Polygon ae 
als äussere Begrenzung. 


Da der Bereich mit einer endlichen Zahl von l-Ecken 
ausgefüllt ist, können von einem bestimmten »>0O an die 
Ringe R,41, R,4, ... nicht vollständig sein. Doch lassen 
sich die Teile der Ringe weiter bestimmen, sodass von jedem 
l-Eck angegeben werden kann, dem wievielten Ringe es an- 
gehört. Wir ersetzen dann die Kurven P, durch Strecken- 
züge, die abgesehen von ihren Endpunkten ganz im Innern 
des zerlegten Bereiches liegen und die l-Ecke von R, von 
denen: des Ringes R,+ı trennen. 

Ist nun ein einfach zusammenhängendes Gebiet der 
einfach überdeckten Ebene beliebig in einfache Polygone 
eingeteilt, so: können wir auch hier von einem Polygon 
R, als Zentrum ausgehend ein Ringsystem aufstellen. Hier 
wird ein vollständiger Ring jedoch nicht notwendig als 
„äussere Begrenzung“ ein einfaches Polygon haben, sondern 
beliebig viele Polygone, die auch Doppel- und mehrfache 
Punkte haben können. Wir wollen nachweisen, dass dies 
bei einer Zerlegung in l-Ecke, 1> 6, nicht eintreten kann. 
Hierfür ist ‘der Nachweis notwendig, dass kein folgendermassen 
definiertes Gebiet G existiert. Es könnte erstens ein I-Eck A 
in R,+ı geben, welches mit P, zwei Punkte gemein hat, die 
nicht durch einen zu A und P, gehörigen Streckenzug verbunden 
werden können. A und die l-Ecke von R,;,, welche von A 
und R, eingeschlossen werden, grenzen dann das Gebiet G ab, 
das eine Insel genannt werden möge. Zweitens können aber 
zwei l-Ecke B und C von R,,, existieren, die auf P, keinen 
Punkt gemein haben, wohl aber ausserhalb P, einen Punkt 


BER. 


oder eine Strecke. Hier grenzen B und © sowie die l-Ecke 
von R,+,, welche von B, C und R,., eingeschlossen werden, 
das Gebiet G ab; G möge Insel heissen, wenn B und © eine 
Strecke, Halbinsel, wenn B und © nur einen Punkt gemein- 
haben. Keins der von A oder B und C sowie R, ein- 
geschlossenen l-Ecke von R,ı, möge selbst die Eigenschaft 
eines A, B oder Ü besitzen. 

Um ein Beispiel eines Gebietes @ zu erhalten, gehe 
man von der Zerlegung Fig. 11 aus. Auf jeder der drei 
vom Punkte im Innern gezogenen Strecken wähle man einen 
Punkt und verbinde die drei Punkte miteinander. Das von 
ihnen gebildete Dreieck, welches von drei Fünfecken einge- 
schlossen wird, zerlege man nach Fig. 14 in Fünfecke, 
Konstruiert man jetzt um eins der an einer Ecke des inneren 
Dreiecks liegenden Fünfecke das Ringsystem, soweit möglich, 
so schliessen die Fünfecke des ersten oder zweiten Ringes 
bereits eine Insel ein, bestehend aus einem oder sechs 
Fünfecken. 


Wir formulieren nun unseren Satz: 

Satz 2. Ein einfach zusammenhängendes, in 
konvexe l-Ecke (l>6) zerlegtes Gebiet der einfach 
überdeckten Ebene enthält bei einem System von 
Ringen um ein l-Eck in keinem Ringe Inseln oder 
Halbinseln. 


Zum Beweise nehmen wir zunächst bei einem Ringsysteme 
Ry Rı...R,... an, dass R,, R,...R, kein Gebiet G 
einschliessen, wohl aber R,;ı.. G kann dann nicht zu 
einem Polygon ohne Flächeninhalt, also aus lauter Strecken, 
entarten. Denn ein von A, B und C verschiedenes Polygon 
D von R,.ı habe mit G wenigstens (| — 5) > 1 Ecken ge- 
mein; seine Anlagerung an P, findet nach den hier allein 
anwendbaren Möglichkeiten r; und s; statt. An der konvexen 
Ecke von D, die auch & angehört, müssen im Fall der Ent- 
artung mindestens zwei l-Ecke von R,., anliegen; da hier 
zwei l-Ecke einen Punkt gemein haben, so müssen dies die 
l-Ecke B und C sein. Weil B, C, D konvexe Polygone mit 


Se 


1>6 Seiten sind, haben B, C und P, mit D höchstens vier 
Seiten gemein; also kann man derart bezeichnen, dass B und 
D auf P, keinen Punkt, wohl aber ausserhalb P, einen Punkt 
gemein haben. Mithin hat D die Eigenschaft von C im 
Widerspruch zur Forderung: keins der von B, C und R, ein- 
geschlossenen Polygone von R,+ı soll selbst die Eigenschaft 
von B oder C besitzen. Deshalb ist der Flächeninhalt von 
G stets == 0. In ähnlicher Weise zeigt man, dass der 
Umfang von G ein einfaches Polygon, G also ein einfach. 
zusammenhängender Bereich sein muss. 


Über G wissen wir sonst nicht viel; es kann wie das 
ursprüngliche Gebiet ganz beliebig in eine endliche Anzahl 
von l-Ecken zerlegt sein; aber es enthält weniger l-Ecke, 
als das ursprüngliche Gebiet. Wir können in G@ ein l-Eck 
R’, als Zentrum eines Ringsystemes wählen, das im allgemeinen 
auch wieder Inseln oder Halbinseln enthält. G’ sei eine 
solche Insel oder Halbinsel, die ebenfalls aus l-Ecken auf- 
gebaut ist. Mit G können wir wie mit G verfahren. Wir 
kommen so zu einer Reihe von l-Eckzerlegungen G, G',G”,:. ., 
von denen jede folgende als Teil in allen vorhergehenden 
enthalten ist; jede folgende besteht auch aus weniger l-Ecken 
als die vorhergehenden; jede nimmt einen einfach zusammen- 
hängenden Bereich ein. Da die Zahl der l-Ecke als endlich 
vorausgesetzt ist, müssen wir schliesslich zu einem Gebiete 
G; kommen, das mit seinem Zentrum R\ eines Ringsystemes 
in keinem Ringe eine. Insel oder Halbinsel hat. Wir nehmen 
der Einfachheit halber an, R, sei so gewählt, dass G=G, 
wird, was die Allgemeinheit nicht beschränkt. 

Wir wollen nun die Lage der konkaven und konvexen 
Ecken bei G untersuchen, welches ein einfaches Polygon 
von K Seiten als Begrenzung habe. Die Seitenzahl K, der 
äusseren Begrenzung P, eines Ringes R, in G ist, nach 
den Grössen r; und s; des Ringes berechnet: 


2) RB= (11) +A— dt +l—3)ts--l—Nt,-Hrı—Is 
wobei gesetzt ist: 
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22) a +S+ So +Sıı+Sıa + Sıs + Sı6 + Sıa 

u=S74 813 4 So + Saı 
Zwischen zwei konkaven Ecken liegen mindestens (1 — 5) 
konvexe Ecken, also sicher eine. Wenn nun an die voll- 
ständigen Ringe von G noch ein unvollständiger angelagert 
wird (R, sei vollständig!), so werden nur da neue An- 
lagerungsmöglichkeiten verwendet, wo der Ring unvollständig 
ist. An die Stelle konkaver Ecken im äussersten vollen Ringe 
treten vielleicht keine konkaven Ecken im unvollständigen 
Ringe. Auf dem Umfange des entstehenden Polygons können 
nur dann zwei konkave Ecken aufeinanderfolgen, wenn in 
einer davon der vollständige und der unvollständige Ring 
angrenzen. Hier existiert aber dann ein I-Eck, das wenigstens 
(1 -— 4) konvexe Ecken mit dem ganzen Umfange gemein hat. 

Betrachten wir nun einen vollständigen Ring, so finden 
wir auf seinem äusseren Umfange P, (e> 1) stets mindestens 
l Systeme von wenigstens (1 — 4) aufeinanderfolgenden kon- 
vexen Ecken. Wir wollen feststellen, ob sich diese Systeme 
durch Anlagerung unvollständiger Ringe beseitigen lassen. 
Man findet leicht, dass dies nur möglich ist, wenn die l-Ecke 
zweier Systeme benachbart sind; statt der zwei Systeme erhält 
man im günstigsten Falle ein System von wenigstens (l— 3) 
aufeinanderfolgenden konvexen Ecken; dies ist auch nur für 
l=6 und R, möglich; in allen anderen Fällen bleiben die 
Systeme von (lI—4) konvexen Ecken erhalten. Schliessen 
wir nur den Fall aus, dass auch R, unvollständig ist, so 
können wir doch stets behaupten, dass wenigstens drei Systeme 
von (1—4) aufeinanderfolgenden konvexen Ecken bei G 
vorhanden sind. 

Nun sehen wir den Umfang von G als innere Begrenzung 
des Gebietes E aller an @ stossenden l-Ecke von R,+ı an. 
Hier können nur an einer Stelle, nämlich da, wo die I-Ecke 
A, B oder G ihre Ecken haben, mehr als eine konkave Ecke 
aufeinanderfolgen. Konkave und konvexe Ecken vertauschen 
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sich aber bei E und G. Also müsste E mindestens drei 
Systeme von wenigstens (1 — 4) konkaven, aufeinanderfolgenden 
Ecken haben. Dureh die Vielecke A, B und G werden 
höchstens zwei Systeme von zwei oder mehr aufeinander- 
folgenden konkaven Ecken veranlasst, weshalb wir zu einem 
Widerspruch kommen und wie nach Satz 2) wirklich kein 
Gebiet & existieren kann. 


Dieser Satz 2) gestattet qualitativ den Überblick über 
alle l-Ecekzerlegungen einfach zusammenhängender Gebiete, 
speziell also auch die Zerlegungen konvexer m-Ecke in konvexe 
l-Ecke, 1>6. Von welchem |-Eck als Zentrum eines Ring- 
systemes wir ausgehen, ist ‚gleichgültig. Stets ist um das 
Zentrum herum eine Anzahl » > 0 vollständiger Ringe gelegt. 
Sind noch weitere l-Ecke vorhanden, so zerfällt der erste 
unvollständige Ring R,+ı in eine Anzahl von w+ı >1 von 
„Stufen“. Unter einer Stufe verstehen wir die Gesamtheit 
von l-Eeken desselben unvollständigen Ringes R,},, deren 
jedes eine Strecke oder, wenn P, nur einen Aussenpunkt 
enthält, diesen Aussenpunkt mit einem l-Ecke der Gesamtheit 
gemein haben kann; ein Aussenpunkt eines l-Ecks grenzt an 
(Gebiet, das keinem |-Eck der Zerlegung angehört. 

Auf jeder Stufe von R,}ı können sich eine oder mehrere 
Stufen von R,+, aufbauen. Während aber zwei Stufen Sı 
und S; von R,ı, einen Aussenpunkt gemein haben können, 
ist das bei den Stufen T, auf S, und T'; auf S; nicht mehr 
möglich. 

Über einer Stufe S von R,ı. können beliebig viele 
Stufen beliebig vieler Ringe aufgebaut sein. Die Gesamtheit 
dieser Stufen einschliesslich S nennen wir eine auf S ruhende 
„Llerrasse“, wenn jede Stufe ausser S auf einer der Gesamtheit 
angehörigen Stufen aufgebaut ist. Als Ordnung einer Terrasse 
bezeichnen wir die Zahl der zu ihr gehörigen Stufen, auf 
denen keine Stufe aufgebaut ist. 

In den Begriffen Ring, Stufe, Terrasse finden wir alle 
diejenigen Eigenschaften niedergelegt, welche bei Zerlegungen 
einfach zusammenhängender Gebiete in konvexe l-Ecke, 1>6, 
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auftreten können. Man überzeugt sich leicht von der Richtig- 
keit dieser Überlegungen auch für den Fall der Verwendung 
- konvexer Vielecke verschiedener Seitenzahlen |, wenn nur 
ı>6 ist. Ein Schema einer solchen Zerlegung gibt Fig. 20, 
in der jedes 1;-Eck durch einen Punkt ersetzt ist. Die Punkte 
für denselben Ring liegen bei festgewähltem Zentrum in 
gleichem Abstande von diesem. Die Punkte für die l-Ecke 
der Stufen eines unvollständigen Ringes sind in Kreisbögen 
enthalten, zwischen denen sieh Bögen ohne Punkte einschalten. 
Für die Vielecke derselben Terrasse sind die Punkte senk- 
recht über bez. in den Kreisbogen der Stufe S der Terrasse 
eingezeichnet. 


III. Gewisse halbreguläre Einteilungen 
| der Kugelfläche. 


$ 12. Zerlegung regulärer Polygone 
in reguläre Polygone gleicher Seitenlänge. 


Unter regulären Polygonen der einfach überdeckten 
Kugel verstehen wir im folgenden einfache Polygone von 
gleichen Seiten, welche Bogen von grössten Kugelkreisen 
sind; die Zahl der Polygonecken ist 0, 2, 3, 4, ...; das 
Nulleck ist die Halbkugel, die Seiten jedes Zweiecks sind 
erösste Halbkreise. 

Wie aus der Einleitung zu ersehen ist, beschäftigen 
sich die folgenden Paragraphen mit der Aufsuchung be- 
stimmter halbregulärer Zerlegungen der Kugelfläche. Im 
vorliegenden Paragraphen schicken wir die Untersuchung 
einer sich dabei teils direkt, teils indirekt stellenden Frage 
voraus, die auch an sich ein gewisses Interesse hat. Wir er- 
mitteln die sämtlichen regulären Polygone der Kugel, die 
sich in reguläre Polygone gleicher Seitenlänge zerlegen 
lassen. Hierfür ist die Einteilung in drei Fälle bequem, je 
nachdem das zu zerlegende Polygon erstens 0, zweitens 2, 
drittens 3 und mehr Ecken hat. 

Wir suchen zunächst die Zerlegungen der Halbkugel 
auf. Es ergibt sich sofort der triviale Fall I der Zer- 
legung in beliebig viele Zweiecke. Sollen andere Vielecke 
verwendet werden, so grenzen auf dem grössten Kreise in. 
wenigstens einem Randpunkte zwei Polygone aneinander; da 


die Winkel in jedem von beiden grösser als —;- sind, würde 
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die Winkelsumme dreier Polygone schon grösser als r sein. 
Haben die Polygone n’ und n” Seiten, so ist: 


1-9 nz 
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oder: 

(u! — 8) (a — 3 E WESER) << 
Da jeder der Klammerausdrücke > 0 ist, muss wenigstens 
einer gleich O sein, also 7" =3. Dann folgt n” << 6, 
DIE NAND, 

Für n”=3 liegen am grössten Kreise der Halbkugel 
nur Dreiecke mit Winkeln nn welche einen Innenpunkt ge- 
mein haben, weshalb es vier Dreiecke sein müssen. Wir 
finden so die Zerlegung II der Halbkugel in vier Qua- 
dranten. 

Liegen am grössten Kreise der Halbkugel Dreiecke 
vom Winkel « und Vierecke vom Winkel $ an, so stossen 
von diesen stets zwei Vierecke und ein Dreieck zusammen. 
Also ist an Innenpunkten noch der Winkel 27 — a —2ßP=u 
auszufüllen. Da das auszufüllende Polygon dieselbe Seite, 
wie das Drei- und Viereck hat, kann es nur ein reguläres 
Dreieck vom Winkel « sein, das die gesuchte Zerlegung III 
abschliesst. Die Seite s unserer Vielecke ist auf dem 


grössten Kreise sechsmal vorhanden, ist also —= er Für « 
und # findet man: 
| re Data! 15 
sin 5 a a 


= N0429, Bid A, 
Die Halbkugel ist in vier Dreiecke und drei Vierecke zerlegt. 
Für n” = 5 verfahren wir wie bein” = 4. Längs des 
grössten Kreises liegen abwechselnd Dreiecke und Fünfecke. 
An den mehreren Vielecken gemeinsamen Innenpunkten muss 
je ein Dreieck angelagert werden; das Polygon im Innern 
hat dann Fünfeckwinkel und -seiten; ein Fünfeck muss also 
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diese Zerlegung IV abschliessen (Fig. 21).') In IV ist die 
Halbkugel aus zehn Dreiecken und sechs Fünfecken aufge- 
baut. Die Seite der Polygone ist auf dem grössten Kreise 


zehnmal eingetragen, also s = - den Winkel « des Drei- 


5 
ecks und 8 des Fünfecks findet man: 


& 1 en 
tg ge cotg Er = (- 1 +5) 
Dar 2b. ellh. 9A8 


Ausser den Zerlegungen I bis IV existieren keine Zer- 
legungen der Halbkugel in reguläre Polygone von gleichen 
Seiten. 

Bei jedem Zweieck sind zunächst ebenfalls Zer- 
legungen V in eine beliebige Anzahl von Zweiecken möglich. 
Ausserdem können wieder nur Dreiecke allein oder Dreiecke 
kombiniert mit Vier- oder Fünfecken auftreten. Wenn Zer- 
legungen existieren, so müssen die Winkel und Seiten der 
Drei- und n’-Eeke mit denen übereinstimmen, welche wir bei 
der Halbkugel gefunden haben, weil sie in beiden Fällen als 
Winkel an Randpunkten und in regulären Polygonen be- 
rechnet werden. Es kommt wesentlich auf die Winkel der 
Zweiecke an; im allgemeinen setzen sie sich aus Winkeln 
von Drei- und n"-Ecken zusammen; sind sie aber über- 
stumpf, so brauchen die Ecken des Zweiecks nicht nur mit 
Ecken von -Drei- und n”-Ecken zusammenzufallen; es kann 
nämlich eine ganze Halbkugel auf eine der Weisen I bis IV 
zerlegt sein, welche sich gegen den Rest der Zerlegung in 
&©' verschiedenen Lagen befinden kann. Halbkugel und 
Rest zerfallen aber dann in eine Anzahl von Zweiecken, 


1) Die Figuren zu Teil III sind sämtlich schematisch; es ist 
stets berücksichtigt worden, dass die Analysis situs einer Figur mit 
derjenigen der darzustellenden Kugelzerlegung bei stereographischer 
Projektion übereinstimmte und übermässige Verzerrungen möglichst 
vermieden wurden; jeder Bogen eines grössten Kreises der Kugel 
ist durch einen Kreisbogen abgebildet. 
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welche nur ein Drei- oder n’-Eck an den Ecken haben, 
wenn sie zerlegt sind. Nur diese einfachsten Zerlegungen 
wollen wir hier berücksichtigen. 

Für n” = 3 bauen zwei Dreiecke vom Winkel ein 
Zweieck auf: Zerlegung VI; zwei derartige Zweiecke liefern 
die Halbkugel II. 

Für n’”=4 möge zunächst ein Dreieck an der einen 
Seite des Zweiecks liegen; hierauf folgt ein Viereck und 
zum Abschluss von VII ein Dreieck: Fig. 22. Liegt aber 
an der Ecke des Zweiecks ein Viereck, so müssen wir an 
den beiden Randpunkten des Zweiecks je ein Dreieck an- 
lagern, worauf noch Platz für ein Viereck ist. Bei dieser 
Zerlegung VIII (Fig. 23) bilden zwei Dreiecke und zwei 
Vierecke ein Zweieck. ' Die Zweiecke VII und VIII ergänzen 
sich zur Zerlegung III der Halbkugel. 

Ebenso existiert für n”—=5 eine Zerlegung IX aus 
zwei Fünfecken und vier Dreiecken mit einem Dreieck 
(Fig. 24) sowie eine Zerlegung X aus sechs Dreiecken und 
vier Fünfecken mit einem Fünfeck (Fig. 25) an jeder Zwei- 
ecksecke. Die Zweiecke IX nnd X ergänzen sich zu einer 
nach IV zerlegten Halbkugel. 

Nun sind noch die Zerlegungen regulärer n-Ecke, 
n>>2, zu suchen. Hier unterscheiden wir die Fälle, in 
denen auf dem Umfange des n-Ecks Randpunkte auftreten 
oder nicht. Im zweiten Falle müssen in jeder Ecke des 
n-Ecks zwei Vielecke, ein n’- und ein n’-Eck vorhanden 
sein, damit das n-Eck überhaupt zerlegt ist und doch die 
Winkelsumme an jeder Ecke kleiner als r ist. Hier ist 
n7—=3,nÜ7 —=3, 4,5. Für n=='8.’stossen: n Dreiecke. in- 
einem Innenpunkte zusammen, haben also den Winkel 
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“2 während das n-Eck den Winkel = hat. Also ist; 
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Da & kleiner als zz sein muss, bleibt nur n =5 übrig. 
Für die Seite s des Fünfecks und Dreiecks finden wir: 
| | > 
=; v5 
Serie 


Bei dieser Zerlegung XI ist ein Fünfeck aus fünf Dreiecken 
aufgebaut: Fig. 26. 

| Liegen am Umfange des n-Ecks abwechselnd Dreiecke 
und Vierecke, mit Winkeln « und $, so isstn=2»v eine 
gerade Zahl und die Drei- und Vierecke schliessen ein 
v-Eck ein mit dem Winkel 2r — a —2P. Für die Seite 
s aller zu verwendenden Polygone bestehen die Relationen: 


COS = 0S & COS % | COS 
sn G BSR, "USER SEHR ze 
S 3 4 2v v 
GOS ee rn Fe Fe } = .atß —— Bu: 
sin— sina— sin sin— —— 
2 2 2 2 


Die ersten drei Gleichungen liefern für «: 


/ 7U 7U 
[1-8 cos? — 2 
V ( 8 c0S 3,)(1600s 3% ı) 


Arldcosı 
4 20085, 


sin — — 
Die Faktoren unter der Wurzel müssen positiv sein, woraus 
folgt; 
2 > 16 cos? 34 
= 2v 
1 Ba { TU 1 
u 
180° 
g0 0 
16° >> Kae >10 
9) 
v< 7 


Da v» >2 sein müsste, ist dieser Fall unmöglich. 
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Bei n”=5 wechseln auf dem Umfange des n-Ecks 
Drei- und Fünfecke ab und es haben stets zwei Fünfecke 
und ein Dreieck einen ERHrR Fe Hier beträgt 


ihre Winkelsumme mehr als —- a °7 oder = z, also ist 


® 
also nur ein Dreieck angelagert werden, wobei sich Dreiecks- 
und Fünfeckswinkel zu r ergänzen müssten. Weil dies aus- 
geschlossen ist, kann kein n-Eck existieren. 

Sollen weitere Zerlegungen von n-Ecken in reguläre 
Polygone gleicher Seite möglich sein, so müssen auf den 
Seiten des n-Ecks Randpunkte auftreten. Da an diesen nur 
n’- und n”-Eeke vorhanden sein dürfen, n = 3,n” = 3,4,5, 
kommen die Vielecke mit den bereits ausgerechneten Winkeln 
und Seiten in Frage. Für n’=3 ergibt sich die Halbkugel, 
ein hierher nicht gehöriger Fall. Für n” = 4 und 5 müssen 
an zwei Seiten eines Dreiecks n"-Ecke angelagert werden. 
Dann führt n” = 4 zur Zerlegung eines Zweiecks nach VIII. 
Bein”=5 erhält man, wenn auf der n-Eckseite ein Drei- 
eck anliegt, n =3; aus vier Dreiecken und 3 Fünfecken 
baut sich diese Zerlegung XII eines Dreiecks auf (Fig. 27). 
Liessen wir zwei Dreiecke auf einer n-Eckseite liegen, so 
erhielten wir das Zweieck X. 

Damit sind wir am Schluss dieser Untersuchungen an- 
gelangt. Es hat sich ergeben, dass für die Halbkugel und 
n-Ecke, n >2, eine Reihe von eindeutig definierten Zer- 
legungen existiert. Dies ist bei den Zweiecken kompli- 
zierter. Hier begnügen wir uns, die einfachsten Typen von 
Zerlegungen aufzustellen. Ist der Zweieckswinkel > r, so 
kann die Zerlegung einen Parameter enthalten, entsprechend 
den &!-Drehungen, welche eine Halbkugel in sich über- 
führen, | 


der übrig bleibende Winkel kleiner als — rz. Es könnte 
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ss 13-16. Zerlegung der Kugelfläche in reguläre 
Polygone von zwei Seitenlängen. 


$ 13. Eine Halbkugel bleibt unzerlegt. 


Wir beginnen jetzt die Aufstellung aller Zerlegungen 
der .einfach überdeckten Kugelfläche in reguläre Polygone, 
die stets in zwei Klassen zerfallen; zwei Polygone derselben 
Klasse haben gleiche, zwei Polygone verschiedener Klassen 
haben verschiedene Seitenlängen. Wie bereits in der Ein- 
leitung bemerkt, teilen wir unsere Aufgabe diehotomisch ein 
und behandeln die dabei gewonnenen grösseren Abschnitte 
je in einem der Paragraphen 13—16. Die Einteilung wählen 
wir folgendermassen. Zuerst unterscheiden wir, ob eine 
Halbkugel unzerlegt bleibt, Fall A ($ 13), oder nicht, Fall B. 
Einer weiteren Einteilung bedarf Fall B; wir berücksichtigen, 
ob bei einer Zerlegung Zweiecke auftreten: B1, oder nicht: 
B2 (S 16). Von beiden erweist sich Bi als wesentlich Kom- 
plizierter; als weiteres Unterscheidungsmerkmal benutzen wir 
hier, ob bei jedem Randpunkte der Zerlegung nur zwei Poly- 
gone ihre Ecke haben: Bla ($ 14), oder zwei und mehr 
Polygone: B1b (8 15). Die Vollständigkeit dieser nur mittels 
Diehotomieen hergestellten Einteilung leuchtet ohne weiteres 
ein, sodass wir uns der Behandlung der Einzelfälle zuwenden 
können. 

Im Fall A bleibt eine Halbkugel unzerlegt; also muss 
die andere Halbkugel so zerlegt werden, dass in ihr nur 
Polygone gleicher Seite auftreten. Hier kommen also die 
Zerlegeungen I bis IV von $ 12 in Betracht. Sie geben für 
unsere jetzige Untersuchung vier Zerlegungen I bis IV. Jede 
Zerlegung der Halbkugel liefert auch nur eine Zerlegung der 
Vollkugel. Damit ist der Fall A gänzlich erledigt. 


$S 14. Zerlegungen ohne Nullecke, mit Zweiecken und 
zwei Polygonen an jedem Randpunkt. 

Im Fall B 1a, den wir in diesem $ behandeln, dürfen 

Zweiecke auftreten, aber an jedem Randpunkte haben nur zwei 
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Polygone eine Ecke. Ausser den Zweiecken treten also nur 
Polygone gleicher Seite kleiner als = auf. Dann liegen auf 
den Zweieckseiten Randpunkte. An den Randpunkten sind 
entweder «) nur Zwei- und n-Ecke oder $) auch n- und n’-Ecke 
vorhanden, n, n >2. Wie wir in $ 12 sahen, ist im letzteren 
Klein nnd m =i3,4; 5, 

Im Unterfalle «) haben ein n-Eck und ein Zweieck an 
einem Randpunkte eine Ecke gemein. An dem Randpunkt, 
in dem Zwei- und n-Eck eine zweite Ecke gemein haben, und 
den wir auch „freie Ecke“ nennen wollen, lagern wir wieder 
ein Zweieck an, was wir an der entstehenden freien Ecke 
wiederholen u. s. w.; nachdem n Zweiecke angelagert sind, 
ist noch Platz für ein zweites n-Eck vorhanden. Bilden wir 
die Summe I für die Inhalte der (n + 2) Polygone, indem 
a und £ bez. die Winkel der Zwei- und n-Ecke sind: 


I=n-2e+2n--2n—2)na=4n 
Hiernach ist keine Relation weiter zu erfüllen, als dass « 


und £ Supplementwinkel sind. Die Zerlegungen V (Fig. 28 
für n=5) existieren also für jedes n in &! verschiedenen 


—d 
z und z an- 
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Formen, indem $% alle Werte zwischen 


nimmt. Zu jedem Winkel £% existieren ausserdem zwei 
spiegelbildliche Formen. Man könnte diese Zerlegungen etwa 
als Windungszerlegungen bezeichnen. Sie erinnern an die 
Zerlegung I der gesamten Ebene in $3. 

Bei Unterfall 8) mögen an einer Seite eines Zweiecks 
Polygone anzulagern sein. Entweder ist mindestens eine 
der Ecken des Zweiecks Randpunkt oder beide sind Innen- 
punkte. Im ersteren Falle wählen wir wie beim Fall « die 
Anlagerung eines n-Ecks mit supplementärem Winkel an das 
Zweieck zum Ausgangspunkt und müssen dann dichotomisch 
alle weiteren Anlagerungsmöglichkeiten durchprobieren. Im 
zweiten Falle achten wir wesentlich darauf, ob noch ein 
weiteres unzerlegtes Zweieck mit Innenpunkten als Ecken 
auftreten kann. Dies ist selbstverständlich, wenn wir ein 
Nulleck nur in Zweiecke und das übrig bleibende Nulleck in 


SER 


Vielecke gleicher Seitenlänge kleiner als 7. zerlegen. Wir 
werden stets den Fall, dass die Ecken eines Zweiecks 
Innenpunkte sind, bei jedem der getrennt behandelten Fälle 
n'—=3,4,5 zuerst durchführen. ; 

Betrachten wir nun n =3. Sollen die zwei Ecken 
eines Zweiecks Innenpunkte sein, so gibt es auch ein Zweieck, 
an dessen Seite und Ecke ein Dreieck angelagert ist. An 
dessen freier Ecke darf kein Zweieck liegen, weil sonst das 
Ausgangszweieck einen Randpunkt als Ecke hätte. Man er- 
kennt leicht, dass rings um einen Innenpunkt zerlegte und 
unzerlegte Zweiecke aufeinanderfolgen. Bezeichnen wir diese 
symbolisch durch « (Dreieckswinkel) und Z (Zweieck), so 
können wir die Zerlegungen symbolisch danach angeben, 
welchen Arten von Zweiecken wir bei einem Umlauf um 
einen Innenpunkt begegnen. Wir erhalten so die Zerlegungen: 


oz, @aZ, abaZ, acaaZ, waZaZ, aZaZAuLZ. 


Diese wollen wir sämtlich der Klasse VI, von Zerlegungen 
zurechnen. Ein Zweieck Z kann übrigens seinerseits nach 
V (812) zerlegt sein. 

Falls eine Ecke eines Zweiecks Randpunkt ist, lagern 
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In der freien Ecke fügen wir ein weiteres Zweieck hinzu. 
Um nicht eine Zerlegung V zu erhalten, schieben wir an. der 
freien Ecke ein Dreieck ein. Bleibt das nun noch vorhandene 
Zweieck unzerlegt, so entsteht VI,, wird es in zwei Dreiecke 
zerlegt, dann VI,. Wird das zweite Zweieck durch ein 
Dreieck an der freien Ecke ersetzt, so entsteht eine Halb- 
kugel. Zerlegen wir die zweite Halbkugel in zwei Zweiecke 
oder ein Zweieck und zwei Dreiecke oder vier Dreiecke, 
wobei aber keine Zweiecksecke Innenpunkt werden darf, so 
bezeichnen wir die entstehenden Zerlegungen mit VI, Vl; 
und VI, in weiterem Sinne Es gibt entsprechend den ver- 
schiedenen Lagen der zwei Halbkugeln gegeneinander &! 
verschiedene Formen in jeder der 3 Klassen. Sämtliche 
Zerlegungen für " —=3 sind so gefunden, 


wir an diesem ein Dreieck vom supplementären Winkel _ an. 


re RR 


Bei n = 4 und 5 habe das Dreieck den Winkel «, das 
n-Eck den Winkel %#. Es können an Randpunkten Zweiecke 
mit Winkeln « und 5 vorhanden sein. Wir beginnen stets 
mit der Anlagerung eines Zweiecks an das Dreieck und er- 
schöpfen zuerst gänzlich den Fall, dass an Randpunkten 
Zwei- und Dreiecke auftreten. Hernach kommen nur noch 
Zweiecke vom Winkel « zur Verwendung. 

Sei jetzt n —=4. Wir erledigen zunächst die Fälle, in 
denen die beiden Ecken eines Zweiecks Innenpunkte sind. 
Wird an seiner einen Seite und Ecke ein n- oder n-Eck an- 
gelagert, so kann an der freien Ecke kein Zweieck liegen, 
weil sonst die zweite Ecke des Ausgangszweiecks Randpunkt 
wäre. Also wechseln stets zerlegte und unzerlegte Zweiecke 
ab, deren Ecken in den beiden Innenpunkten liegen. Die 
zerlegten Zweiecke sind nach VII oder VIII des $ 12 zer- 
legt. Wir können die Zerlegungen kurz angeben, indem wir 
die Reihenfolge der verschiedenen Arten von Zweiecken bei 
einen Umlauf um einen Innenpunkt angeben. Sind Z, «a, $ 
die Zeichen von Zweiecken, die nach V, VII und VIII des 
S 13 zerlegt sind, so ist eine grosse Zahl von Zerlegungen 
möglich, die wir sämtlich in die eine Klasse VII, aufnehmen 
wollen, und von denen wir einige symbolisch angeben: 
0Z, BZ, aaZ, aßZ, BaZ, BBZ, aZuaZ, aZzßZ, BZBZ 

u. Ss. w. 
Diejenigen Zerlegungen, deren Symbole den Buchstaben Z 
mehrmals enthalten, existieren in unendlich vielen Formen, 
selbst wenn ihre Zweiecke Z nicht weiter zerlegt sind. 

Ist wenigstens‘ eine Ecke jedes Zweiecks Randpunkt, 
so lagern wir ein Zweieck und Dreieck aneinander, ferner 
an die freie Ecke ein weiteres Zweieck und an die nene 
freie Ecke ein Viereck, um nicht zu V zu gelangen; ein 
Zweieck an der freien Ecke von Viereck und Zweieck würde 
das erste Zweieck teilweise überdecken, also muss an der 
freien Ecke ein Dreieck liegen. Bleibt das noch auszu- 
füllende Zweieck unzerlegt, so resultiere VII, wird es in 
Drei- und Vierecke zerlegt, Vllz. Ferner legen wir an das 


Zwei- und Dreieck, unsere Ausgangsfigur, in der freien Ecke 
ein Viereck und Jaran in der freien Ecke ein Zweieck an. 
Lagert man an der so entstandenen freien Ecke des Vierecks 
noch ein Zweieck an, so hinterbleibt nur noch Platz für ein 
Drei- und ein Viereck: Zerlegung VII, (Fig. 29). In VI, 
ist an das vorhandene Drei- und Viereck nebst zwei Zwei- 
ecken ein Drei- und ein Viereck angelagert, worauf ein Zwei- 
eck unzerlegt bleibt, welches in VII, auch noch zerlegt ist. 


Entfernen wir nun alle Polygone bis auf das zweite Zweieck 


wieder und ersetzen dies an der freien Ecke durch ein Drei- 
eck, so ist eine Halbkugel ausgefüllt, welche sich gegenüber 
der zweiten auch zerlegten Halbkugel in o' Stellungen be- 
finden kann, wobei aber kein Innenpunkt in einer Zweiecks- 
ecke auftreten darf. Ist die zweite Halbkugel nur in Zwei- 
ecke zerlegt, so resultiere VII,, ist in ihr ein zerlegtes 
Zweieck mit einem Dreieck an der Ecke vorhanden, so sei 
es VIL,; ist ein Zweieck vom Winkel $ zerlegt, dann VII,; 
ist schliesslich die ganze Halbkugel nach S 12, III zerlegt, 
so sei die Zerlegung VII genannt. Die Bezeichnungen 
VIl;, 3, „ haben also hier einen weiteren Sinn erhalten. 


Es ist nun noch der Fall zu untersuchen, dass gar 
keine Zweiecke vom Winkel $% angelagert sind. Legen wir 
an ein Viereck drei Zweiecke von supplementärem Winkel 
an und zerlegen den Rest der Kugel in Drei- und Vierecke, 
so entsteht VIl,. Werden an das Viereck nur zwei einander 
berührende Zweiecke angelagert, so können wir die an das 
erste Viereck angrenzenden Drei- und Vierecke einzeichnen, 
da an ihre Stelle keine Zweiecke mehr zu treten brauchen. 
Dann hat kein Zweieck mehr Platz, wir können also die 
Zerlegung VII, (Fig. 30) mit Drei- und Vierecken vervoll- 
ständigen. Lagern wir am ersten Viereck zwei einander 
nicht berührende Zweiecke an, so können wir die Drei- und 
Vierecke, welche ans erste Viereck grenzen können, ebenfalls 
hinzufügen. Lassen wir das übrig bleibende Zweieck unzer- 
legt, so erhalten wir wieder VII, (Fig. 31), wird es zerlegt, 
dann VII,,. Soll endlich nur ein Zweieck am Viereck an- 
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liegen, so ergänzen wir mittels zwei Dreiecken und eines 
Vierecks die Zerlegung einer Halbkugel, welche sich gegen- 
über der zweiten ebenfalls zerlegten Halbkugel in »! ver- 
schiedenen Lagen befinden kann, wobei die Ecken der Zwei- 
ecke keine Innenpunkte sein dürfen. Ist nun die zweite 
Halbkugel in zwei Zweiecke zerlegt, so ergibt sich VIL,; ist 
in ihr nur ein Zweieck mit einem Dreieck an den Ecken 
zerlegt, so ist dies Zerlegung VII,, ist die ganze Halbkugel 
nach $ 12 III zerlegt, so resultiere VII,. 

Damit sind ‘die Zerlegungen für n =4 gefunden. 
Sehen wir von VII, ab, so enthalten viele unserer Zer- 
legungen einen Parameter. Dies ist nicht der Fall bei 
VII, 3 ı»- Eine Zerlegung und ihr Spiegelbild rechnen wir 
hier wie im folgenden stets in dieselbe Klasse. 


Für n —=5 suchen wir zunächst die Zerlegungen auf, 
bei denen die Ecken wenigstens eines Zweiecks in Innen- 
punkten liegen. Hier fassen wir diejenigen Zerlegungen in 
die eine Klasse VIII, zusammen, bei denen nach $ 12, V, 
IX und X zerlegte Zweiecke bei einem Umlaufe um einen 
Innenpunkt überschritten werden. Diese Zerlegungen können 
analog wie bei VII, durch Symbole mit den Buchstaben 
7, a, 8 bezeichnet werden; in beiden Fällen gibt es gleich 
viel Zerlegungen. Die Zerlegungen, bei denen die beiden 
Ecken eines Zweiecks Innenpunkte sind, haben wir aber 
damit noch nicht erschöpft. Lagern wir nämlich an der 
Seite eines Zweiecks Drei- und Fünfecke an, sodass seine 
beiden Ecken Innenpunkte sind, so ist unter den Ecken der 
Drei- und Fünfecke wenigstens eine noch Innenpunkt, an 
den wir ein Zweieck anlagern können, ohne das erste zu 
überdecken. Die Zerlegung VIII, bei der je ein Zweieck 
vom Winkel « und $ auftritt, ist sich spiegelbildlich gleich; 
die Zerlegung VIII, (Fig. 32) mit zwei Zweiecken vom 
Winkel « existiert dagegen in zwei symmetrischen Formen. 

Wollen wir nun die Zerlegungen ableiten, bei denen 
stets wenigstens eine Zweiecksecke Randpunkt ist, so haben 
wir ein Zwei- und ein Dreieck mit supplementären Winkeln als 


erste Ausgangsfigur. An der freien Ecke fügen wir ein 
ebensolches Zweieck, an der neuen freien Ecke aber ein 
Fünfeck ein. Ein Zweieck an dessen freier Ecke würde mit 
dem ersten Zweieck ein Dreieck gemein haben; also kann 
. hier nur ein Dreieck angelagert werden, worauf wegen Platz- 
mangel für ein Zweieck ein Fünfeck folgen muss. Nach 
Einfügung zweier Dreiecke an diesem Fünfeck hinterbleibt 
Platz für ein Zweieck. Bleibt es unzerlegt, so resultiert VIII,, 
wird es zerlegt, VIII,.. Um neue Zerlegungen zu erhalten, 
müssen wir an der freien Ecke der Ausgangsfigur sofort ein 
Fünfeck anlagern. An der entstandenen freien Ecke legen 
wir zunächst ein Zweieck an; diese Operation lässt sich an 
demselben Fünfeck noch zweimal wiederholen, worauf ein Drei- 
und Fünfeck hinzuzufügen ist, um VIII; (Fig. 33) zu erhalten. 
Bei VIII, (Fig. 34) ist das letzte Zweieck zerlegt. Wird das 
letzte Zwei-, Drei- und Fünfeck entfernt und das zweitletzte 
Zweieck durch ein Dreieck ersetzt, so hat an dessen freier 
Ecke ein Zweieck vom Winkel £ Platz; den Rest der Fläche 
füllen wir mit Drei- und Fünfecken aus, dann entsteht VIII;. 
Wird das letzte Zweieck durch ein Fünfeck an der freien 
Ecke ersetzt, so hat an dessen freier Ecke kein Zweieck Platz, 
ohne vorhandene Flächenstücke zu überdecken; also wird man 
ein Drei- und Fünfeck zugleich am ®Zweieck vom Winkel « 
anlagern. Von den zwei Innenpunkten an Fünfecken gestattet 
der eine die Anlagerung eines Zweiecks; durch Ergänzung 
mittels dreier Dreiecke und eines Fünfecks entsteht VIIIs. 
Ersetzen wir das letzte Zweieck durch ein Dreieck am Innen- 
punkt und fügen an diesem Dreieck ein Drei- und ein Fünfeck, 
sowie am letzteren zwei Dreiecke hinzu, so bleibt ein Zweieck _ 
vom Winkel « übrig. Zerlegen wir dieses nicht, so erhalten 
wir VIIL., wird es zerlegt, dann VIIL,,. Um spätere Unter- 
suchungen, welche keine neuen Zerlegungen liefern, weglassen 
zu können, bemerken wir, dass die Zerlegungen VII,, „, 10 ıı 
einparametrigen durch die verschiedenen Lagen zerlegter 
Halbkugeln gegeneinander bedingten Schaaren angehören. 
Mittels. der gegenwärtig benutzten Ausgangsfigur erhalten wir 
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nur noch eine neue Zerlegung. Um diese zu finden, müssen 
wir in den abgeleiteten Zerlegungen VIIL,,und VIII, , alle nach 
dem zweiten Zweieck angelagerten Polygone entfernen und 
dieses selbst durch ein Drei- und ein Fünfeck am ersten Zweieck 
ersetzen. An diesem Fünfeck fügen wir zwei Zweiecke vom 
Winkel «@ an, worauf der Rest der Kugelfläche in Drei- und 
Fünfecke zu zerlegen ist. Ausser dieser Zerlegung VII; 
(Fig. 35) erhält man durch systematisches Ausprobieren mit 
unserer Ausgangsfigur keine neuen Zerlegungen, weshalb wir 
hier die Untersuchungen abbrechen. 


Wir müssen jetzt die Zerlegungen suchen, bei denen 
die Ausgangsfigur ein Zwei- und Fünfeck ist, ein Zwei- und 
Dreieck mit supplementären Winkeln aber ganz fehlen. Hier 
verfahren wir so, dass wir der Reihe nach am Fünfeck der 
Ausgangsfigur wie an jedem andern Fünfeck höchstens vier, 
drei, zwei, ein Zweieck mit gemeinsamer Ecke anliegen lassen. 
Sind an das Fünfeck vier Zweiecke angelagert und ist die 
übrige Fläche in Drei- und Fünfecke zerlegt, so sei dies 
VIII,;. Liegen drei Zweiecke an aufeinanderfolgenden Seiten 
des Fünfecks, so können wir am Zweieck, welches mit dem 
Fünfeck eine freie Ecke gemein hat, ein Drei- und Fünfeck 
anlagern. Ein Zweieck an der nun vorhandenen freien Ecke 
würde das erste Zweieck teilweise überdecken. Daher lagern 
wir am dritten Zweieck noch ein Drei- und Fünfeck an. 
Weil am ersten Fünfeck kein Zweieck weiter liegen soll, 
muss der Rest der Fläche in Drei- und Fünfecke zerlegt 
werden: Zerlegung VIII,,. Liegen von drei am ersten Fünfeck 
angelagerten Zweiecken nur zwei an angrenzenden Fünfeck- 
seiten, so muss der Rest der Fläche in Drei- und Fünfecke 
zerlegt werden: VII;;. 


Bei der Anlagerung von höchstens zwei Zweiecken an 
irgend ein Fünfeck der Zerlegung mögen diese zuerst an 
benachbarten Fünfeckseiten liegen. An der freien Ecke des 
Fünfecks können wir ein Dreieck und ferner an dessen freier 
Ecke ein Fünfeck anlagern. An diesem haben nacheinander 
zwei Zweiecke Platz; den Rest der Fläche nehmen Drei- und 


Be 


Fünfecke ein. Wird in dieser Zerlegung VIII, (Fig. 36) das 
letzte Zweieck noch zerlegt, so entsteht VIII, Um zu einer 
neuen ‚Zerlegung zu gelangen, entfernen wir alle Polygone 
bis auf das nun letzte Zweieck wieder, das wir durch ein 
Dreieck ersetzen, dem wir am Zweieck ein Fünfeck beifügen. 
Am Innenpunkte der beiden Fünfecke kann jetzt ein Zweieck 
liegen, während der Rest der Fläche in Drei- und Fünfecke 
zerlegt werden muss.. Dies ist VIII, (Fig. 37), und wenn 
das letzte Zweieck zerlegt wird, VIII. Sollen ferner die 
Zweiecke am ersten Fünfeck an getrennten fünf Eckseiten 
liegen, so ist die Anlagerung der drei Polygone nur auf eine 
Weise möglich. Die eine hier resultierende Zerlegung ist 
wieder VIII,; ausser ihr ergibt sich das nicht hierher 
zehörige VIII;. | 
Endlich soll an jedes Fünfeck der Zerlegung höchstens 
ein Zweieck mit gemeinsamer Ecke grenzen. Dann können 
wir am Zweieck sofort ein Drei- und Fünfeck einfügen. An 
der freien Ecke des Fünfecks darf aber ein Zweieck liegen. 
Auch an diesem lagern wir ein Drei-, Fünf- und Zweieck an; 
hierauf schliessen vier Dreiecke und drei Fünfecke diese 
Zerlegung VIIl,, ab. Dies ist eine Windungszerlegung für 
n=3, in der das Dreieck nach $ 13 XII zerlegt ist. Wird 
das letzte Zweieck durch ein Drei- und Fünfeck ersetzt, so 
brauchen nur noch zwei Dreiecke eingeschoben zu werden, 
damit ein Zweieck vom Winkel $ auszufüllen bleibt. Lassen 
wir es unzerlegt, so erhalten. wir VIIl,,, wird es zerlegt, 
dann VIIIg. In den beiden letzten Zerlegungen sind zwei 
Halbkugeln besonders zerlegt, durch deren Verschiebung 
gegeneinander man zu je © ! Formen der Klassen VIll,, und 3»; 
gelangt; es dürfen jedoch nie zwei Ecken eines Zweiecks 
Innenpunkte sein. | 
Damit sind durch systematisches Ausprobieren auch für 
n —=5 alle Zerlegungen gefunden, bei denen in Randpunkten 
nur zwei Polygone ihre Ecke haben; sieht man von den 
meisten Zerlegungen aus VI,, VII, VIII, sowie von VIl;, 
VlR,; und VIIL,,,ı ab, in denen die eine Halbkugel auch 


EB 7 ER 


in zwei sonst willkürliche Zweiecke zerlegt sein kann, ohne 
den Bedingungen unseres $ zu widersprechen, so erhält man 
alle diese Zerlegungen aus der halbregulären Zerlegung zweier 
Halbkugeln in Drei- und n’-Ecke; in ihr. werden passende 
Polygone der Zerlegung zu Zweiecken zusammengefasst, welche 
unzerlegt bleiben. Hiervon ist bei Anfertigung der Figuren 
Gebrauch zu machen, da in den Linien von (n’—-1) Kreisen 
mit passender Lage alle nötigen Kreisbogen enthalten und 
die überflüssigen Bogen wegzulassen sind. Die (n’+ 1) Kreise 
geben eine Darstellung einer halbregulären Zerlegung der 
Kugel in Drei- und n’-Ecke. 


S 15. Zerlegungen ohne Nullecke, mit Zweiecken sowie 
zwei und mehr Polygonen an Randpunkten. 


Wir untersuchen jetzt den Fall B1b, bei welchem 
Z/weiecke auftreten sowie an Randpunkten zwei und mehr 
Polygone vorhanden sind. Es müssen also an wenigstens 
einem Randpunkte drei oder mehr Polygone eine Ecke haben; 
da aber nur je ein n- und n’-Eck (n, n’ > 2) vorhanden sein 
darf, muss hier wenigstens ein Zweieck auftreten. Wir setzen 
nun für das folgende fest, dass nie zwei Zweiecke mit einer 
gemeinsamen Seite auftreten dürfen. Man erkennt, dass 
beim Vorhandensein eines n-Ecks am Randpunkte zwei Zwei- 
ecke, beim Vorhandensein eines n- und n-Ecks nur drei 
Zweiecke an ihm liegen können. In einigen Fällen befindet 
sich dann zwischen zwei Zweiecken ein n- oder n’-Eck, und 
das Zweieck, welches von den beiden ersteren eingeschlossen 
wird, muss aus n- und n-Ecken aufgebaut werden. Aus 
dieser Bedingung folgen aber die Seiten und Winkel der 
n- und n-Ecke schon; die eingeschlossenen Zweiecke sind 
nach 812, VI bis X zu zerlegen. Die Zerlegungen mit 
derartigen eingeschlossenen Zweiecken lassen sich aus den 
Zerlegungen VI, VII, VIII des $ 14 leicht ableiten. Bei den 
Zerlegungen VI;, VII,, ,„, VIIL,.ı können die zweiten Halb- 
kugeln so zerlegt werden, dass am grössten Kreise in einem 


Randpunkte ein n’-Eck und zwei Zweiecke oder ein und zwei 
Dreiecke nebst zwei und drei Zweiecken vorhanden sind. 
Ferner erhält man aus den Zerlegungen VII und VIII, bei 
welchen m Zweiecke vom Winkel 3 vorhanden sind, 4” Zer- 
legungen, indem man jedes dieser Zweiecke nach Belieben 
garnicht oder in ein zerlegtes und ein unzerlegtes Zweieck 
oder schliesslich in ein zerlegtes und zwei unzerlegte Zweiecke 
zerfallen lässt; an den Ecken der zerlegten Zweiecke liegt 
stets ein Dreieck. Der Einfachheit halber mögen diese 4” 
Zerlegungen in derselben Klasse enthalten sein, welcher die 
eine bisher gefundene Zerlegung angehörte. Die Zahl der 
verschiedenen Zerlegungen ist hierdurch wesentlich vergrössert 
worden, insbesondere sind mehrere unendliche Schaaren von 

Zerlegungen neu hinzugetreten. | 


Im folgenden wenden wir nun unser Interesse den 
Zerlegungen zu, bei welchen nie zwei unzerlegte Zweiecke 
ein zerlegtes Zweieck einschliessen. Dann dürfen sich die 
Winkel des n- und n-Ecks nicht zu zz ergänzen, wenn sich 
bei einem Zweieck am Randpunkt neue Zerlegungen ergeben 
sollen. Die Anzahl der Polygone mit Ecken an einem Rand- 
punkt ist also zwei oder drei. Im letzteren Falle kann 
entweder das Zweieck zwischen dem n- und n’-Eck liegen 
oder zwischen dem Zwei- und n-Eck das n-Eck. Wir be- 
weisen nun die Unmöglichkeit des Falles, dass ein Zweieck 
zwischen dem n- und n-Eck liegt. 

Es mögen ein Zwei- und n-Eck eine freie Ecke 
A (Fig. 38) gemein haben, an der wir ein Zwei- und n-Eck 
anlagern müssen. Hierbei liege das Zweieck zwischen dem 
n- und n-Eck. Am letzteren Polygon sind stets zwei freie 
Ecken B und C vorhanden, wenn das erste Zweieck und das 
n-Eck eine Ecke gemein haben. An B und C muss je ein 
Zweieck angelagert werden. Im Zweieck mit der Ecke in 
B liege ein grösster Halbkreis; dieser darf die durch A und 
Ö gehende Seite des Zweiecks mit der Ecke in A nicht 
schneiden, schneidet also das verlängerte CA in B’; ebenso 
schneidet die Verlängerung eines grössten Halbkreises aus 
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dem in © anzulagernden Zweieck die Verlängerung von BA 
in ©‘. Die grössten Kreise durch B und B’ sowie C und © 
schneiden sich in D und E. Sollten sich nun die an B und 
© anzulagernden Zweiecke nicht überdecken, so müssten BE 
und CE >r sein. Da aber B und C den grössten Halb- 
kreisen DBE und DCE angehören, so sind BE und CF < 
und die bei B und C anzulagernden Zweiecke müssen sich 
notwendig überdecken. Da gegenseitige Überdeckung aus- 
geschlossen ist, darf also niemals ein Zweieck zwischen einem 
n- und n-Eck angelagert werden. 


Weil stets Zweieck an Zweieck liegt, können Zweiecks- 
ecken keine Innenpunkte sein. Damit erhalten wir hier stets 
den Windungszerlegungen ähnliche Einteilungen der Kugel- 
tläche. Diese können wir nun ableiten, indem wir als Aus- 
gangsfiguren alle Anordnungsmöglichkeiten von Zwei-, Drei- 
und n-Eck nehmen. Die Polygone haben entweder die 
Reihenfolge 3, n’, 2 oder n‘, 3, 2. An der freien Ecke 
lagern wir entweder ein Zweieck mit supplementärem Winkel 
oder ein n- oder n-Eck und Zweieck ein. Durch systema- 
tische Anwendung erhalten wir alle Zerlegungen. 

Sei zunächst n = 3. Hier gibt es nur eine Ausgangs- 
figur. An der freien Ecke lagern wir ein grosses Zweieck 
an. Die freie Ecke beider Dreiecke gibt dann nur Platz für 
ein Zweieck. Nach Anlagerung eines grossen Zweiecks au 
der entstandenen freien Ecke hinterbleibt nur Platz für zwei 
Dreiecke. Diese Zerlegung IX, (Fig. 38) existiert in o'! 
Formen; das Spiegelbild jeder Form ist von ihr verschieden, 
was für alle in Bib abzuleitenden Zerlegungen gilt. Er- 
setzen wir das letzte Zweieck durch ein Zwei- und Dreieck, 
so liegen die drei Dreiecke an einem Innenpunkte, an dem 
nur noch weitere Dreiecke angelagert werden müssten. Das 
erste der gleichzeitig einzufügenden Zweiecke würde aber 
bereits das Zweieck der Ausgangsfigur überdecken, wie man 
sich leicht überzeugt. Zu neuen Zerlegungen kann man des- 
halb nur gelangen, wenn man auch das erste grosse Zweieck 
entfernt und am Randpunkte zwei Dreiecke und ein Zweieck 
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auftreten lässt. Dann liegen drei Dreiecke um einen Innen- 
punkt herum und gehören einem regulären Vieleck an, das 
nach $S 12 nur fünf Seiten haben kann sowie den Winkel 


— Diese Zerlegung IX, ist also eine spezielle Windungs- 


zerlegung für n=5, in der das Fünfeck noch weiter zerlegt ist. 

Setzen wir nın n=4 und nehmen als erste Aus- 
gangsfigur diejenige mit der Reihenfolge Vier-, Drei-, Zwei- 
eck am Randpunkte. Wir erhalten X,, wenn wir um das 
Drei- und Viereck nur Zweiecke mit supplementären Winkeln 
lagern. Ersetzt man das letzte Zweieck durch ein Zwei- 
und Dreieck, so ist die gemeinsame Ecke der Drei- und 
Vierecke Innenpunkt, weshalb das Zweieck der Ausgangs- 
figur durch andere Zweiecke überdeckt werden muss. Also 
werden wir die beiden letzten Zweiecke von XI entfernen 
und an der freien Ecke ein Zwei- und Dreieck anlagern. 
Fügen wir an der freien Ecke ein grosses und ferner ein 
kleines Zweieck ein, so lässt sich die neue Zerlegung X, 
mit zwei Dreiecken und einem Viereck abschliessen. Ent- 
fernen wir die beiden letzten Zweiecke wieder, so lässt sich 
durch Anlagerung von Dreiecken wegen der Überdeckung 
durch die beizufügenden Zweiecke keine neue Zerlegung er- 
zeugen. Deshalb gehen wir auf die Ausgangsfigur zurück 
und lagern an der freien Ecke ein Zwei- und Dreieck an. 
Die Drei- und Vierecke haben dann einen Innenpunkt ge- 
mein, an dem nur noch Drei- und Vierecke liegen können. 
Es seien | Dreiecke und m Vierecke am Innenpunkt, sodass 
für die Winkel «@ und $% der Drei- und Vierecke die Relation 
besteht: 

la+mß=2n. 

Der Inhalt I der Drei- und Vierecke um den Innenpunkt 
muss kleiner als der der Halbkugel sein: 


I=3le— 17 +4m$ß—2mz =mß+(6—1—-2m)r<2n 
l —4 
en 
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Die zweite Grenze liefert die Gleichung für «@ und 5 mittels 
deren unteren Grenzen: 
127274 3m >8 
Hier gibt es die Lösungen: 
Isa 13% 
m=2, l=2 
a EHI 
Wegen der anzulagernden Zweiecke müssen die Polygone am 
Innenpunkte ein konvexes Polygon aufbauen, weshalb m=: 
unmöglich ist. Für m = 2 ergäbe sich « + ? = n, wobei 
die kleinsten Zweiecke entarten. Also bleibt nur m=1 
übrig. Man findet für l=35: 
sin «@ ba TEE 
= zV3— v2 
Gar, Bi t2n.d2. 
Dies liefert Zerlegung X,. Ferner für 1=4: 


cosß _ 1104... 
2 TORE 
Hier Ist eng also er was der Voraussetzung wider- 


spricht. An zwei und mehr Ecken des Vierecks dürfen 
keine Innenpunkte entstehen, weil sonst der Inhalt der Poly- 
gone am Innenpunkt grösser als 2 rr ist. Weitere Zer- 
legungen können wir also mittels der Ausgangsfigur nicht 
finden; die zweite Ausgangsfigur liefert aber auch keine 
neuen Zerlegungen, womit n’ = 4 erledigt ist. 

Für n"—=5 benutzen wir die Ausgangsfigur mit der 
Reihenfolge Fünf-, Drei-, Zweieck. Durch Anlagerung von 
Zweiecken an den successive entstehenden freien Ecken 
finden wir XI,, eine Zerlegung mit Zwei-, Drei- und Fünf- 
ecken, welche in ©! Formen existiert. Entfernung des zu- 
letzt angelagerten Zweiecks und Ersetzung durch Zwei- und 
Dreieck führt schliesslich zu Überdeckung. Werden dagegen 
die beiden letzten Zweiecke entfernt und durch ein Dreieck 


Be 


sowie zwei Zweiecke ersetzt, so entsteht die Zerlegung XTI,, 
welche vier Dreiecke und zwei Fünfecke enthält und in 
%»' Formen existiert. Bei Entfernung der drei letzten 
Zweiecke gelangen wir zu keiner neuen Zerlegung. Hier 
erhalten wir nochmals XI,, und es könnten Zerlegungen mit 
Drei- und Fünfecken am Innenpunkte existieren. Sind dabei 
l-Dreiecke vom Winkel « und m-Fünfecke vom Winkel ß 
vorhanden, so ist: | 

le mB=2n. | 
Ferner gibt die Relation, dass der Flächeninhalt I dieser 
(l -- m) Polygone kleiner als 2 = sein muss; 

I=3le— In +5mß—3mr =(6—1—3m)s +2mP<2n. 
Wir ersetzen hier und in der obigen Gleichung « und ß 
durch ihre unteren Grenzen und finden: 

22<5l+9m<d. 

Folgende Wertsysteme sind zulässig: 

I 
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m = 2 ist unmöglich, weil hier entweder «e + =n ist- 
oder die Drei- und Fünfecke am Innenpunkt kein konvexes 
Polygon aufbauen. Zu-m=1, 1=3. ergibt sich em zu 
kleiner Wert für $, nämlich 102° 12’, weshalb eine Zer- 
legung unmöglich ist, und dies gilt in höherem Grade von 
l—= 4 mit ß = 78° 30°. Wollten wir nun auf die Ausgangs- 
figur zurückgehen, so lieferten auch nur Zerlegungen mit 
Innenpunkten etwas Neues, was nach dem eben gefundenen 
ausgeschlossen ist. Die zweite Ausgangsfigur führt zum 
gleichen Resultate, sodass gleichzeitig mit n =5 der Fall 
Bı1b seine vollständige Erledigung gefunden hat. 


$ 16. Zerlegungen ohne Zweiecke. 
Es sind jetzt nur noch die Zerlegungen von B2 abzu- 
leiten, in denen keine unzerlegten Zweiecke auftreten. 
Wegen der. zwei, verschiedenen Seitenlängen sind auch hier 
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Randpunkte vorhanden, an denen ein n- und n’-Eck liegt. 
Nun ist es möglich, dass das n- und n-Eck verschiedene 
Seiten haben; dann fügen wir an der freien Ecke das Poly- 
con mit der grösseren Seite ein. Dieser Prozess der An- 
fügung lässt sich fortsetzen, erreicht aber stets nach einer 
endlichen Anzahl von Anwendungen sein Ende. Wir können 
n=3,n=3,4,5 setzen und erhalten bei Verwendung 
von N Dreiecken und N’n’-Ecken, wenn « und 8 die Winkel 
von Drei- und n-Eck sind: 


NBe— nA A)+N MP —- mM —2)n)=4n. 
Es ste +-ß=n, also: 


B(NmM—3N=[4 —-2N+N (mM —2)]r. 

Da sich die Zerlegung für jedes £ schliesst, ist Nn’—3N—=0, 
sowie: 

| 4n’ 12 

Ar: 6—n” DR; 6—n’ 
Diese Zerlegungen XII, XII, XIV für n” = 3,4,5 existieren 
in co! Formen und für jedes @ in zwei symmetrischen Typen. 
Sie stehen in engem Zusammenhang mit den dualen regu- 
lären Polyedern;- die Schwerpunkte der N Dreiecke sowie der 
N’ n’-Ecke sind nämlich Ecken von dualen Polyedern. Für 
n >35 sind wesentlich die Fälle zu unterscheiden, in denen 
entweder die Seite des Dreiecks oder die des n’-Ecks grösser 
ist. Der zwischen beiden liegende Fall der Seitengleichheit 
liefert die bei Sommerville angegebenen halbregulären 
Zerlegungen in Drei- und n’-Ecke gleicher Seiten. 

Beim zweiten Fall, welcher am Randpunkte eintreten 

kann, grenzen an einem Randpunkte Polygone mit gleicher 
Seite und Ecke an. Ist n=n'=3, so bilden die beiden 


Dreiecke ein Zweieck vom Winkel = Entweder sind nun die 


beiden Ecken des Zweiecks Randpunkte, dann müssen an 
ihnen zwei weitere Dreiecke angelagert werden, sodass eine 
Halbkugel nach S 12 II ausgefüllt ist. Die andere Halbkugel 
werde nach 8 12 III oder IV ausgefüllt, was die Zerlegungen 
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XV, und XV, ergibt. Hierzu mögen auch die Grenzfälle ge- 
rechnet werden, bei denen zwei Randpunkte in einen Innen- 
punkt zusammenfallen. Oder die Ecken des Zweiecks sind 
Innenpunkte, an denen ein Vieleck mit einer Seite, die kleiner 


als 5 Ist, angelageert werden muss. Dann können wir längs der 


ganzen Zweieckseite Drei- und n-Ecke zufügen. Damit wir 
XV, und XV, nicht nochmals erhalten, müssen an den Ecken 
des Zweiecks auch auf der andern Seite Drei- und n-Ecke 
angelagert werden. Die an den Innenpunkten dann noch 
übrigen Winkel können wir nur ausfüllen, wenn sie gleich 

ER 
92. 
entsteht so eine Zerlegung der Kugel in vier zerlegte Zweiecke, 
von denen zwei nicht benachbarte aus je zwei Dreiecken auf- 
gebaut sind, die übrigen aber auf verschiedene Weisen aus 
Drei- und n-Ecken. Für n’= 4 und 5 ergeben sich so die 
Zerlegungen XV, und XV,. 


= sind. Nach Anlagerung zweier Dreiecke vom Winkel 


Sollen Zweiecke vom Winkel en nicht auftreten, so 


müssen Drei- und Vierecke sowie Drei- und Fünfecke mit 
supplementären Winkeln verwendet werden. Es gibt noch 
zwei verschiedene Zerlegungen. Bei XV; ist die eine Halbkugel 
in Drei- und Vierecke, die andere in Drei- und Fünfecke 
zerlegt; bei XV, ist die Kugel in vier Zweiecke zerlegt, von 
denen je zwei mit nicht gemeinsamer Seite supplementäre 
Winkel haben und kongruente Vielecke enthalten. 


Hiermit ist die Gesamtheit der halbregulären Zerlegungen 
der einfach überdeckten Kugelfläche in reguläre Polygone von 
zwei verschiedenen erlaubten Seitenlängen gefunden. Die 
angegebenen Einteilungen des Problems gestatten, jede be- 
liebige Zerlegung dieser Eigenschaft mit, einer in den 15 
Klassen I bis XV enthaltenen Zerlegungen zu identifizieren. 
Die Unterklassen dieser Klassen enthalten kaum einmal nur 
eine Zerlegung, bestehen vielmehr oft aus Schaaren von 
unendlich vielen Zerlegungen. Ausserdem haben die Zweiecke 
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die Eigenschaft, sich in beliebig viele Zweiecke zerlegen zu 
lassen; dieser Vieldeutigkeit sind wir durch die Forderung 
aus dem Wege gegangen, dass nie zwei Zweiecke mit einer 
gemeinsamen Seite auftreten sollen. Bei Ausschliessung von 
Null- und Zweiecken von den regulären Polygonen hätten 
wir nur die neun letzten Zerlegungen erhalten. 


Die obigen Untersuchungen sind durch Herrn Professor 
F. Bernstein angeregt und in liebenswürdigster Weise 
unterstützt worden. Für ihre endgültige Darstellung ver- 
danke ich Herrn Professor Gutzmer wertvolle Ratschläge. 
Es sei mir deshalb gestattet, beiden Herren meinen herz- 
lichsten Dank auszusprechen. 
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